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0 ЛОКАЛЬНОМ РОСТЕ ОДНОРОДНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ БЕЗ ПОСЛЕДЕЙСТВИЯ 


Работа посвящена изучению локального поведения однородных 
етохастических процессов без последействия. Основным результатом яв- 
ляется установление ‘гого, что наибольшей ` локальной изменчивостью 
обладают процессы, в которых приращения распределены нормально. 


$ 1. Ноетановка задачи 


Стохастическим процессом называется однопараметрическая система 
2 (}.) случайных величин, где параметр ^Х может принимать любые во- 
щественные значения. Учение о стохастических процессах за послед- 
нее десятилетие выросло в одну из наиболее актуальных глав теории 
вероятностей. Будучи с математической стороны естественным продол- 
;кением классических исследований, связанных © последовательностями 
случайных величин, оно в то же время оказалось ценным математи- 
ческим орудием для большого числа приложений. 

Стохастический процесс х(/)) называется однородным, если закон 
распределения случайной величины 2(№--))—2(^,) зависит только 
от ^ (но не зависит от №). Далее, мы называем х(^) процессом без 
последействия, если приращения величины х (^) в‘двух любых интерва- 
лах без общих точек представляют собою взаимно независимые слу- 
чайные величины. Как ноказал П. Леви (1), любой процесс без после- 
действия может быть представлен в виде 


2 (^) = (^) у (1.), 


где 10) —функция, не зависящая от случая, а у(^)— однородный про- 
цесс без последействия; благодаря этому результату в теории процессов 
без последействия можно ограничиться изучением однородных процессов. 

Пусть 2(%^)—такой процесс. Очевидно, что мы получим полную 
вероятностную характеристику его, если [зададим для любого ).>0 
закон распределения Ф,(х) случайной величины т (№ --^)—х (№); как 
всякий закон распределения, закон Ф,(х) может быть задан своей 
характеристической функцией * 


(= \ ейх АФ» (5), 


* Здесь и в дальнейшем отсутствующий верхний [пижний] предел интеграции 
езначает -+ со [— <<]. 
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и так как в силу известных свойств характеристических функций 
(В = {а (Пу. 

то всякий однородный процесс без последействия 5(^) полностью опреде- 
ляется заданием характеристической функции ©, (1) случайной вели- 
чины 2 (1)—5(0); в дальнейшем мы для краткости будем писать ® (2) 
вместо 2, (#) и называть эту фуннцию характеристической функ- 
цией процесса 2(^). 

Согласно известной теореме П. Леви (1), для того чтобы функция 
(1) была характеристической функцией некоторого однородного про- 
цесса без последействия, необходимо и достаточно, чтобы логарифм се 


мог быть представлен в виде 


” (1) =1° Е (1) = ВИ \ (оп | т чи ее аб (и). (1) 


и? 


где у—воществеиная постоянная, определенная однозначно. а С (и) — не- 
убывающая функция, ограниченная па (— <0, --<9) и определенная 
‹ точностью до аддитивной постоянной, которую мы будем всегда счи- 
тать выбранной так, что С (0)=0*. Формулу (1) мы будем называть 
каноническим представлением функции © (Ё) или закона распределения 
Ф (2) =Ф, (2). 


Настоящая работа посвящена изучению поведения случайной звели- 
чины 2())—5 (0) при малых значениях 7; при этом мы ради крат- 
кости будем говорить о случайной величине 5()^), так как без ‘ограни- 
чения общноети можно положить д (0) ==-0; само собою разумеется, что 
в силу предиоложенной однородности процесса все результаты ‘будут 
иметь силу и для величины 5 (7.2 ^) — < (№) при любом №5. 

Простейитим и наиболее изученным однородным процессом без по- 
‹ледействия является «пормальный» процесс, в котором Ф (1) (а следо- 
вательно, и Ф, (2) ‘при любом ») есть закон Гаусса. В этом случае 
функция С (и) канонического представления (1) постоянна при и >. 0 
и при и < 0; полагая для простоты 


1=0. 6(+0—6(—0=1, 


р 
мы получаем 


и следовательно 


Ф(® =. \ ОН 


в 
Для этого процесса я доказал в 1932 г. (3), что с вероятностью 1 
Пт зир Е =4; 
сх ее 


* Для случая законов с конечными дисперсиями аналогичная формула была 
ранее получена Л. Н. Колмогоровым (*). 
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в более точном выражении это означает следующее: пусть 6— любое 
положительное число; тогда с вероятностью 1 можно утверждать, что 
1) для всех достаточно малых ). будет 
12 (7%) | — 
= ри — 1 й 
/ 1 о 
и 271815 


и 2) найдутся сколь угодно малые 7, для которых 


Этот «локальный закон повторного логарифма», очевидно, в весьма 
точной мере определяет возможный порядок роста случайной функции 
2(^) в соседстве данной точки*. Далее, в 1938 г. аналогичная про- 
‚блема была решена мною (4) для всех процессов, управляемых устой- 
чивыми законами, отличными от закона Гаусса. Пусть Ф (5) есть 
устойчивый закон распределения © характеристическим показателем х 
(0 -«<2) и пусть и (`)—такая положи”ельная функция от ^, что 
при ^—>0 монотонно 


и (^) —0 и ‘и (> о 


Тогда. для того чтобы соотношение 


п ИО (2) 
550 и(Я) 
выполнялось © вероятностью 1, необходимо и достаточно. чтобы инте- 


грал 
1 


т 


} 
имел конечное значение. 

Условимся в дальнейшем называть верхней границей данного 
процесса х(^) всякую положительную функцию и(^), для которой 
предельное соотношение (2) имеет вероятность 1. Повидимому, опреде- 
ление верхних границ для большинства процессов, управляемых 
неустойчивыми законами, представляет значительные трудности. Не ре- 
ая этой задачи, я в настоящей работе имею в виду установить неко- 
торые общие для ‘всех процессов рассматриваемого типа закономерности. 
касающиеся их верхних границ. 

Все проведенные до настоящего времени исследования верхних гра- 
ниц различных процессов основывались на том, что оценка вероятности 


соотйошения 
«т (5) |< и (5) для воех вл 
сводилась к оценке вероятности более простого соотношения 
«|5 (*) | < си (1.)», 
где с— некоторое постоянное число. В $ 2 я доказываю основную 


* Еще более точные результаты были получены И. Г. Нетровским (?'. 


490 А. Я. ХИНЧИН 


лемму, дающую для любого процесса рассматреваемого типа схему 
такой редукции. Оказывается, что если обозначить через Р.().) веро- 
ятность неравенства 

[5 (^) [>> ви (0%), 


то конечность (при любом с. 0) интеграла 


УХО: 


0 ® 


(где с—некоторое положительное число) является необходимым и до- 
статочным условием для того, чтобы функция и(») была верхней гра- 
ницей процесса х().); таким образом отыскание верхних границ любого 
процесса целиком сводится к возможно точной оценке вероятности Ро (/.), 
т. е. к детальному изучению закона распределения Ф› (1) при малых 
значениях )}. их. 


Пользуясь этой редукцией, я в $ 3 доказываю, что функция и (^) = 


ЛИ, И 
ет 1815; является верхней границей для всех процессов 2()), 


не содержащих компоненты, распределенной по закону Гаусса (для кратко- 
сти я в дальнейшем буду такую компоненту называть просто гауссовской 
компонентой). Это очевидно означает, что среди всех однородных про- 
цессов без последействия нормальный процесс обладает наибольшей 
локальной колеблемостью; процесс, лишенный гауссовской компоненты, 
всегда обладает меньшей локальной изменчивостью, чем нормальный 
процесс; если же данный процесс содержит гауссовскую компоненту, 
то размах локальных колебаний всего процесса полностью опредс- 
ляется соответствующим размахом этой его компоненты; в частности, 
локальному закону повторного логарифма подчиняются все те и только 
те процессы, которые обладают гауссовской компонентой. 

В $4 я, в виде дополнения к предыдущим исследованиям, пока- 
зываю, что, какова бы ни была положительная функция ®(^), стре- 
мящаяся к нулю при ^—>0, существует такой процесс ‚т (^). для кото- 
рого функция 


и =» 18 


уже не является верхней границей и который в то же время не со- 
держит гауссовской компоненты. Таким образом найденная для всех 
процессов без гауссовской компоненты универсальная верхняя граница 
является наилуч\ей возможной и не может быть понижена. 


$ 3. Основная лемма 


ЛЕММА. Пусть х(,)— любой однородный стохастический процесс 
без последействия; и (\.) — определенная для 0 < }\. < в положительная не- 
убывающая функция, Пти (\) =0, пусть т(0)=0, с— положительная 

)—>0 
постоянная и Ро (^)— вероятность неравенства 
1% (А) 1 си (^); 
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тогда, для того чтобы функция и (\) была верхней границей процесса 
д (^), необходимо и достаточно, чтобы при любом с>0 


с 


( о. (3) 


Доказательство. Сделаем прежде всего следующее элементар- 
ное замечание. Пусть О% а«<); так как 
2 (^) = = (<) + {2 (К) — г (а)}, 
то из неравенства 
|2 (^)|>а 


вытекает, что должно иметь место по меньшей мере одно из двух ше- 
равенств 


|2 (а) | > 5 
или 
[2 (^)— 2 (а) >. 
Но из этого следует, что 
Р{|=()|> а} <Р{|=(8)|>5 | +Р{120—2)1 +}. 6) 

В частности, при а=>. это дает 

{12 0)|>а}<2Р{|#(%)]>%}, 
а вторичное применение того же неравенства приводит к соотношению 

Р{1=(.)[>а}4Р{|=(+)>#}, 6) 


которое нам понадобится в дальнейшем. 


А. Доказательство достаточности условия 


1. Пусть условие (3) выполнено при любом с... 0. Покажем прежде 
всего, что тогда при любом с>0 


Р{1=0) > (+) 0 при ^->0. 


С этой целью заметим, что из неравенства (4) путем его усиления 
вытекает (полагая а = си (^)) 


р, (^) = Р {12 (2) | ы би (а) ЕР { 2—2) >5и (а) - 
ЕР. @+Р. а); 


так как это неравенство выполняется д любого х(0<х<»), то мы 
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можем разделить все его члены на о и интегрировать по & в пределах 


А ; 
от -_ до _^, что дает 


7. 


ас а 1 : а 
Ре) ры | Ре)" ые | Ре бя) = 
} д №2 

я > 


102 = 
7 й а 7. р 
1 44 9. 1 а 
< ща (| РФ + |. 0 Е а (2: 


что в силу условия (3) стремится к нулю при 7 —>0; таким образом 


мы нахоцим 


Ре (,)—>0 —0(.—0); 
но так как из неравенства (5), полагая в нем а=еч( 1.) ‚ находим 
и. 
с 


то из последнего предельного соотношения следует. что 


Р {#0 > (4) 0 (6) 


® 
при ^—>0Ои любом с > 0. 
2. Возьмем любую’конечную группу чисел 7.1, 1.5,..., Ан, Подчиненных 


неравенствам 


п 


пусть а— любое положительное число; обозначим через ек (1 Ам) 
событие, состоящее в том, что 


о - аи (+) Ч <<, | 


х (^») > аи (+). | 


Тогда очевидно 


2Р{ 124) 204) < и (4 ) 
ЕР жеьи< (а 
_ Р [|2 0.— №) РН 


* Условная вероятность, совпадаег с безусловной потому, что процесс с (#)— без 
последействия. 
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В силу соотношения (6) последняя вероятность стремится к единице 
при Х —>0; поэтому, если ). достаточно мало, мы будем иметь при лю- 
бом выборе чисел /» 


Вы {= (.) 5 р ( ) 


Х» (^) = шах {2 (^,)}; 


1<<п 


} — г &А (7), 


Положим 


тогда, для того чтобы имело место неравенство 


Х»в (7 ви (+ т 


очевидно необходимо и достаточно наступление какого-либо из событий 
ек (1 << п); а так как эти события попарно несовместимы, то 


р {жд (4) - ры 


если } достаточно мало, то отсюда в силу неравенства (7) находим 


р Хх, () аи (+. }=2 я Ре, Р., | = (2) у ое - 


Положим теперь 


Х (^.) = шах { 2 (а) }. 


(19.55 7. 
Вероятность соотношения 
Х (1.) р 
мы, как обычно *, определяем как верхнюю грань множества чо, 1 
Р4Х» (^) > Р}. 
соответствующих всевозможным системам точек деления 1, 2. ЗИ 
(причем, разумеется, и число п можт принимать всевозможные значе- 


ния). Так как неравенство (8) имеет место при любых 2.1, №2... -/и: 
лишь бы ). было достаточно мало, то для веех достаточно малых ). 


Р]х (4) > чи (+ ) ры а (9) 


3. Положим теперь для то 0 


й 
= р] тах РА а. 
и а | 
где =—=произвольное положительное число В сплу монотонности функ: 
ции и (^) мы очевидно имеем 
ое пе С) 


ЕТ хот 


* См. [3).стр. 86 
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щусть вы означает любое число, превосходящее 2"; тогда из послед 
мего мераземства очевадно зытекает 


вы < Р(Х в) > за а"; (40) 
ссла мы хешерь выберем ®. так. чтобы 
— <<“, 
т 
о— > 
> 


а цетомх ира достаточное большом м в силу зеравенств (10) = 
к <Р [х > ‚и (“)} < 
<< ЭР {=02> та (%)} = 
«зы [жвых > ($), 


< охзада в салх меравенства (5) 


> = Е р 
«= 8Р «(<> (©) 


се вожокено &, =“; так как пра этом $: может быть провзвольно 
зыбрано в мытерзале (2“. 1““), то < может быть произвольно вы- 
браме в интервал («—\. м) поэтому последнее зеравенство мы можем 
питеграровать во; от №—\ юм. чо 


“„ 


з 
Й 


( 
ету $ 
к 

«“ 
“ 
#2”. 
2, 
# 
[ 


} 


# 
и} 


#) 

[> 
м 
‚ ® 
| № 

— 

7х 
ой 


В салх холовая (3) это неравенство показывает. что рак 


ы 
ыы 
5 
= 
”- Ф 
сходится; согласно ще определению верозтностей к» стоюда очевадно 
‹зедует. что сколь бы мало вы было : > ©, с вероятностью как угодно 
Ззазкой к славим дла всех достаточию малых К булет иметь место 
зкразсиство 
х (=) < =«@)}. 
Очевалью. лалес. что такое ме рассуждение позвоанет установыть тот же 
}®эхаьтат для меоравчества 
(Е) > — см (0%). 
а змачат и для неравль-тва 


(5) -_ зы 0): 
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ввиду произвольной малости : отсюда. наконец. вытекает * что 
›кает *, 
‹ вероятностью 1 
2] л) . 
0 Е 
А О при /.—-0. 
т. ©. что функция и (7.) является верхней границей процесса 2(7.), чте 
и требовалось доказать. 


= 


В. Доказательство необходимости условия 
1. Нусть е— любое положительное чиело. Положим 
тах т | ; 
0<а<а | С1 (9) | 
Покажем прежде всего, что из соотношений 


М ("1 =1, 


трах о) И. (11) 


фт) «ат си ат) 


где п — любое натуральное число, вытекают соотношения 


М (2) =1. \ 


М (2”) > 1 р | (12) 


В самом деле, неравенства (11) показывают. что для некоторого Х, 
заключенного между "ти 2". 

а 

262 па ео”) 0) 
отн да 


М ("= 1. 


так что соотношения (12) действительно оказываютея выполненными. 


Вот детали этого хорошо известного рассуждения. Если соотношение 


2 (4) А 
—=- 0 у. 6. 
и (1) 
которое мы обозначим через 1, не имеет места, то при достаточно большом п 
12 (й 
тах! | Е 


<) И (7) п ` 
каково бы ии было 7, > 0. Портому для любых 1, >09 


са 


Е тах | (й) | 

РМ к.» пах | 21%) =- | 
"< и (й) п | 

но при достаточно малом 7„ п-ый член суммы в правой части в силу доказанного 

ван угодно мал; пусть = > 0 произвольно малое положительное число; выбирая дяя 

нажждого п чиело #, столь малым. чтобы соответствующий член суммы был менышс, 


Эт 


чем з”мы будем иметь 
%/1 дя 


1—Р.-4) ле Е ис 


РЕ 
‹тиуда ввиду произвольной малости числа 3 
Р (4) я 
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2. Обозначим через У„ вероятность второго из неравенств (11); так 


как величины 2(%)—т(2”') и т(\--2”') имеют в силу однород- 
ности процесса х().) один и тот же закон распределения. то 


| = р { шах Ре (9. ь ен м’) . 


и<а-т— 
Отсюда а ГогмогЕ для любого 1. <2”" 
И РО НО. 
а потому в силу неравенства (5) 
У, >24) | — 858 (2—2; 
выбирая число 7 принадлежащим интервалу (2"*. 2” '). мы имеем 
2 а потому 


это неравенство. после деления обеих его частей на 7. 


Интегрируя 
в пределах от 2” * до 2”! находим 
2—т-1 э—т 1 
вы (1 1 41 
12 = .\ И ры о. 
+ К, Па й 
эт э т 


Если. как мы теперь предположим. интеграл 


РЖ] 


Р.. (+) 1® = оо 


некотором ``. 0. то последнее неравенство показывает. что ирв 


прн т 


со 


ре о ряд м У, должен расходиться. 
‹ 
ИЕ 
3. Положим 


ЦИ ве 


'Гогда вероятность соотношений (11) равна У» (1— Ош, 1), а вероятность 
соотношений (12) равна („—Им..: по мы показали. что (12) с необхо- 


димостью следует из (11); поэтому 


Я 1 —@ ') : „— О» 8 


ОТКУДА 


| : ( | — (7 1) (1 > У 


и следовательно при любом / () 
11-- 


1—Ё,„ (1—0, К ,) Па-т,; 


1=т 


но последнее произведение в силу доказанной расходимости ряда рае: 
стремится к нулю при ^- =>. веледствие чего 


и 
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Гаким образом, нак бы велико ни было т, с вероятностью 4 


тах 
у<э-т си (1) 


это показывает, что функция и (^) не является верхней границей про- 
цесса х(^), что и требовалось доказать. 

Чтобы иллюстрировать простым примером применение доказанной 
леммы, покажем, что полученные нами ранее (4) признаки верхних 
границ для процессов, управляемых устойчивыми законами, могут 
быть получены без всяких вычислений в качестве тривиальных след- 
ствий этой леммы. 

Пусть 2(1) подчиняется устойчивому закону Ф (5) с характеристи- 
ческим показателем х'< 2; тогда, как известно, при любом а > 0 

1 


Е о 
и при а— > > 


Вы (13) 


где \|— положительная постоянная. 
Пусть теперь „функция и(») сверх обычных наложенных на нее 


требований подчиняется еще условию 


^^ и()--=х при ^—^0; 


тогда 
1. 1 


1 
вах хе ва ай 
р = {20 р 9: 
[о 
так как согласно (13) подинтегральная функция при ).—>0 эквива- 


лентна 
уе (и (1) |-*, 


то написанный интеграм будет конечным или бесконечным одновременно 


(’ интегралом 
1 


\ 4А в 
и ( ° 


о ’ 


конечность которого и является таким образом необходимым и доста- 
точным условием для того, чтобы функция и(^) служила верхней гра- 


ницей для данного процесса. 


$ 3. Универсальная верхняя граница для процессов без гаусеовской 
компоненты 


ТЕОРЕМА 1. Фуйкция 
ры 
и) =уУлюю. » 


является верхней гранацей для любого однородного стотастического 
процесса без последействия, пе содержащего гауссовской компоненты. 
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Доказательство. 1. Покажем прежде всего, что мы можем 
ограничиться рассмотрением таких процессов, приращения которых 
подчиняются симметричным законам распределения. В’ самом деле. 
пусть 2(\)— данный процесс; обозначим через т, (7.) и х. ().) две взаимно 
независимых случайных величины, распределенные по тому же закону. 
что и 1(\); тогда для любого 3-0 


А 28,12, (1) <} = 


—=Р (1 (1) 17-28 }Р {14.01 < 8}; 


Го 1 |“ 
полагая в частности 3= оси (2 .). где с- любое постоянное положи- 


тельное число, мы И отсюда 


р 
Мы сейчас докажем, что знаменатель этой дроби при достаточно малом 


1 
А превосходит -.,; предполагая это установленным, мы находим 


Р, (1.) = 2Р |2, (.)— 2 () 5 уси (2) 


и следовательно * 


а 


> 


В т \р [|2 (4) — 2,0) р (.)} (14) 


=. 


но если величина 2(^) подчиняется закону распределения. не имею- 
щему гауссовской компоненты, то величина х;, (1) —5. (*) очевидно под- 
чинена симметричному закону той эке природы; поэтому, если теорема 1 
установлена для случая симметричных распределений, то интеграл 
в правой части (14) должен в силу основной леммы иметь конечное 
значение, вследствие чего и интеграл в левой части (14) имеет конечное 
значение; это же в силу основной леммы показывает, что в ().) есть 
верхняя граница для процесса х (^). 
Нам остается показать, что при достаточно малом /. 


р | (Тем ©} рии (15) 


С этой . целью обозначим закои распределения и иго 


функцию величины 5 (^) соответственно через Ф‚ (5) и +(#) = {$ (1)}*; 
будем обозначать через В (2) вещественную часть комплексного числа 3 


* Здесь и в дальнейшем ‹ означает любое положительное число, достаточно 


малое для того, чтобы функция и (1) была возрастающей в интервале (0, <) 


НХ 
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и через с1, с, — положительные постоянные (могущие зависеть от г): 
тогда 


В (1 


2} = (И чозз) (а) = 


\ 


\ (1— 008 2) 44, (2) в, \ 2? аФ, (=) =. 


1 1 
9 си (*) <|х|<1 си (2) <|х|<1 


Ра {0 [Р {260 | са 0) —Р\ о-в |. 
откуда 


Р {120 | > си \ -— В а т < т 


так нак при —>0 


о 1)! ' 
о 


и так как первое слагаемое правой части при ^—>0 ость бесконечно 
малая порядка /. *, то отсюда следует, что при ^-> 0 


р | 2 (> ев (.} 6-0. 


и следовательно при достаточно малом 7. выполняется перавенсетво (15). 
2. Предполагая закон распределения величины 2()) симметричным. 
а значит, характеристическую функцию его вещественной, мы в качестве 


канонического представления функции Ф(Р) будем согласно (1) имоть 
формулу 
ь 


"” (2) =12$ (= \ (ео 1—1) Е 4С (и); 


при этом вследствие предположенного отсутетвия гауссовекой комнонситы 


С (--0)=С (—0) =0. 
Положим для краткости во всем дальнейшем 

ВОИ 

ес 18, 
так что 
си (1) =. 
Рассмотрим функции 
1 В 
о=юа = \ сш о -“аб (а) 


фз (6) =16 $ (0 = \ (соки Паб (м) 


* См., например, (5), стр. 33—34, теорема 31. 
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очевидно, что {2 (#)}^ и {95 (1)}^ представляют собою характеристические 
функции некоторых закопов распределения, которые мы обозначим 
соответственно Ф»: (2) и Ф» (5); если 2, и 1) — две взаимно независимые 
случайные величины, подчиненные соответстзенно этим двум законам, 


то в силу соотношения 
19а (8) 192 (8)}* = {$ (#]} 


величина 2, -- <, распределена но закочу Ф, (2), которому подчиняется 


величина х ().). а так как из 2, |1, 4 © необходимостью следует, 
а а 
ато либо т, „ либо т,, >, то 
` Е ы | ‹ ее \. Е ‹ Я р 
р.) =Р 2) ИК} = Ра! > ЭвИ к} = 
РИ ьиЮ +221 ВИ}. (46) 


Ноложим 


ра икре), Ром: вв. 


13 дальнейшем будет ноказано. что интегралы. 


СЕ и УЛАЕ: 
0 0 


конечны; в силу неравенства (16) отсюда вытекает конечность антеграла 


ал 
Ре ^); 


< —а 


в силу же основной леммы это означает, что функция и(^) является 
верхней границей для процесса х(”), чем и завершается доказательство 
теоремы 4. 

3. Лля оценки вероятности Ас (Х) положим 


а=Г-®. з 

У? 
где Г — положительная постоянная, которую мы выберем позднее, и 
оценим математическое ожидание величины е@21; 


Бе = | их Ф.л (2) = (91 (ад. ен, (47) 
где 
1, (4) = | (сваи — 1) - ре аС (и); 
м5 ИХ 
| 


Е Ил 
но при |и| == и 
св аи — 1 = уа*и?, 


где положительная постоянная { зависит только от т: таким образом 


ван} 
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полагая для краткости 
7 Ил 
(2) (т) 6 
т я 8 (.), 
мы получаем поэтому из (17) 
Ееах1 — ег? 9(0.) 
применяя же неравенство Чебышева, находим 


Ее@х 


Ас (^)=Р {2,1 >вИ*} = Е = ев? {зуго0у-г}. 
е ^ 


ан. 
Но в силу предположенного отсутствия гауссовской компоненты 
имеем 

а (^) —>0 при *->0, 
вследствие чего для достаточно малых ^ 


И Гс? 1 


3 = 5 
Ас (®) =2е * =2е 8 у 
выбирая теперь постоянную Г так; чтобы 
Гез 
и 
мы будем иметь для достаточно малых ^ 


Аг (= — г, 
18° — 
А 


вследствие чего интеграл 


с 
44 
| 4-00) 
0 
имеет конечное значение. 


4. Для оценки вероятности В. (») заметим, что 
Ве ()=Р{1 22| >вИ} =2Р{1, >в ИХ} = 
=2{1— Ф» (ШИ Х)} = 


р ви Хх 
= = {1—Ф,2(2)} ах; 
р Ил е | 2 ( )} 
0 
а так как 
1 
Ф,> (0)=> 
и | | 
$, (2) — (0) ==. | = е^$ (0 44, 
то т 
т в Ух 
ев р 
Во) = = \ ее а \ з1п 2145 = 
пр Ил : о 
а. \ р У {1 — 22409} а. 
пи ИЛ 1 
Но 


1 — 2$ 0 < — №1, (1, 


2 Известия АН, Серия математическал, № 5—6 
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так что мы получаем далее 


Веб А НИЯ | (Даг 


2 
ох — \ аи) \ (1 — с03 2 Ул (1 — 05 м) |, 
А о У» 
№ 


В силу известной формулы 


\ _(1 — с03а#) (1 -- ©0364) ну 


И к ши (|4, |6), 


это дает ый 
В.) = ИА \ А (и) шит (|# |, уз == 
и > к 
ы . \ ты аб (и)-+* \ и бы). 
и > ву 


р 


Нашей целью является доказательство того, что интеграл 
Е 


‚ ал 
\ Вь (+) -, 
9 
имеет конечное значение. Как показывает последнее неравенство, цель 
эта будет достигнута, если мы покажем, что конечное значение имеет 


каждый из двух интегралов 


Е < м <вУух 
и 
с 
+ и 
= \ 4 та 1С (и) 
°  ш>вИХ 
Для оценки интеграла /, мы произведем замену переменной, полагая 
У 
В 
это дает 
а = 
И И 
2 УЯ Е Уд 
так как и — тая функция от ^; поэтому, полагая У т 
и (6 
р @” =. == 
в. Мо - | ма ба „(“ бы). 
0 [и > а ы . | и | 


Вследствие симметрии достаточно рассмотреть первый из этих инте- 
гралов; интегрируя по частям, приводим его к виду 
5’ 5’ 
4С (и) 
а "м аб (а) < т 
0 0 


а. 


вследствие чего интеграл 11 имеет конечное значение. 
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Для оценки интеграла /›, мы сделаем замену переменной, полагая 


Это дает 


0 в. 0 
И здесь из соображений симметрии достаточно рассмотреть первый 
из интегралов правой части; интегрируя снова по частям, приводим 
его к виду 
у: м: Ус 
а} аб (и) + { @+22)46 (2) < + <; 
а. 


0 


0 
этим установлена конечность интеграла [, и вместе с тем завершено 
доказательство теоремы 1. 

Непосредственным следствием ее является очевидно следующая 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы однородный процесс без последействия 
подчинялся локальному закону повторного логарифма, необходимо и 
достаточно, чтобы он содерокал компоненту, распределенную по закону 
Гаусса. 

При ‘этом локальный закон повторного логарифма понимается в том 
смысле, что 


Пт зар и (18) 


2(1)| _ 
7—0 
и 15 т 
с вероятностью 1 равен некоторому положительному числу. Теоремы 
1 и 2 показывают, что верхний предел (18) во всех случаях конечен 
с вероятностью 1; он положителен или равен нулю, смотря по тому, 
содержит ли процесс 2 (?.) гауссовскую компоненту или нет. 


8 4. Доказательство невозможности понижения найденной границы 


ТЕОРЕМА 3. Пусть с ().) — положительная неубывающая функция, 
определенная для 0 <}. < з и такая, что 

я о (4 

(1) = — О > 0 

А 

при ^—>0. Тогда существует однородный процесс без последействия, не 

содержащий гауссовской компоненты и для которого ©(^) не является 


вертней границей. 
Доказательство. 1. Положим 


о (и=0), 

про (^ еви5). 
О ни (^) ( ) 

вире(1) (=>), 

< 


2+ 


50% А. Я. ХИНЧИН 


и рассмотрим (очевидно не содержащий гауссовской компоненты) про- 
цесс х(^), определяемый каноническим представлением 


ф(# =155(1) = \ (с03 #4 —1) - С (и). 


Рассмотрим снова определенные нами в $ 3, п. 2 функции распре- 
деления Ф)! (5) и Ф,› (2) и случайные величины 2, и 41,. Так как все 
рассматриваемые законы распределения симметричны, то 

Р{|5(%) | > со (%)} =2Р {5 (0) > со (\) } > 2Р {2 > со (1), 1, > 0} > 

>Р {7 Р-о0 (^)} —=1— Ф).1 {со (^)}. 

Это неравенство в силу основной леммы показывает, что для дока- 
зательства теоремы 3 достаточно установить расходимость интеграла 


и Фо) (19) 


0 


при некотором с > 0. При этом закону распределения Ф)! (5) соответ- 
ствует характеристическая функция $, (#), определяемая каноническим 
представлением 


у 


и =вы( и. 


0 


й 1 
вв 


2. Предварительно докажем две леммы. 
ЛЕММА 1. 


где 


х2 
е 49 (0<1<%У»*2), 
1—Ф.! (5) < Вх 


УХ (=> 2% ИХ8), 
где в=с(^) ; 


Доказательство. Так как при 0% 5<1 


6—1 — 3, 
то при О<а <ух и достаточно малом Х 
Ух 
Ал 
$: (1) = \ (свай —1)1 (и) < аз, (20) 
0 


а поэтому 
Вей — (91 (ай, = ев < бам, 


и следовательно, в силу неравенства Чебышева 


1—$,: (1) <= е-“* Еейх1 < е\ай9-ах, 
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полагая 
т 


=== ‘0<==2\#), 
р З Е 
ИТ (#> 2» У ле), 
мы получаем в обоих случаях то, что требовалось доказать. 
ЛЕММА 2. При а>0 
Е ей = е? 
Доказательство является непосредственным следствием соотношения 
Ее — о (ай) 
и формулы (20), так как при любом 2 
И 
662—414 = > о 
3. Во всем дальнейшем мы полагаем ` 
в 


В силу леммы 1 мы имеем 
еах {4 —Ф,! (х)} >0 (> о), 


вследствие чего интеграция по частям дает 


Еемы = — та [1 — Фи (2) а | © [1 — Ф1(2)} 42. 


Положим 
0 
= ( еах [1 — Ф, (2) 42, 
9 
ты \ е'= [1 — Фил (2)] 42, 
0 
89 
Те \ е<[1 — Ф,1 (2) 45, 
1 да 
2 
И \ [1 — 1 (2)] 42, 
За»а 
так что 
Ве: =а (1 1-14). (21) 
Очевидно, 


0 
а1, <а \ ав 
Далее, в силу леммы 1 
а =а | еах {1 — Ф)1 (х)} 4х <а \ е- да ==1. 
22 Ул9 ° 
Переходя теперь к оценке а[,, мы допустим; что при х—0 


в (%) 15 1° а —> ®. (22) 
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Легко видеть, что это условие не нарушает общности доказательства: 
если бы оно не было выполнено, мы могли бы вместо ® (^) рассматри- 
вать функцию 


%* (== шах) ®(^),; = =] - 


очевидно удовлетворяющую поставленному условию; так как ® (\) < 
<о* (^), то доказываемая теорема, будучи установленной для ®* (^), 
а Гог ог1 будет верна для о (\). В силу условия (22) при ^—>0 


281181816 И а УЕ) = 


— 118 15 ы РР —> оо. (23) 


НИ ла 
а. =а \ еах {1 —Ф,, (2)} ах 
0 
‘Полагая 
1 22 
т (2) =ах— 448 ) 


м имеем в силу леммы 1 
4 5 
е“* {1— Ф.1(2)} < е? ©; 
а так как в пределах интеграции 


ба ЕО 
(=) 218 и ‘виа. 
то 
1 ве э —5 _8 
9(® = (звУХЕ ) = 26 (27° —27), 
и следовательно, 


В силу (23) это дает при достаточно малом ›. 
1 тво 
7 32 
аГ., 2 36 


а применяя лемму 2, находим 


7 


а1, < 9 Вейч. 


Так как в силу (23) и леммы 2 величина Ее при } —> 0 безгра- 
нично возрастает, то оценки, найденные нами для Г;, Г. и [., поз- 
воляют, очевидно, утверждать, что при достаточно малом ^ 


"р 
а Вы 
в силу же (21) и той же леммы 2 ото дает 


1 
1 “ 1 9 
а[. 3 ео Еебх1 == 5. е3? С 
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Таким образом мы имеем 
8а›.9 


1 9 
о а1; =а \ “и-—Ф. (2) }42< 


1 
а). 
2“ 


= дева о {1 —Ф) (+ ал) } Зав = 


о. (звИХ#)}, 


откуда при достаточно малом ^ 


но по определению функции С (и) 
@ |7 — я . 
8 = | Ро ) — С. (7.) —% (^); 


с другой стороны, при достаточно малом ^, &<4 и следовательно 


1—Ф,. (3 №] 7). )) 1—0 (+ ь (^) ) > 


1 
ь Е о = 1 


7 


й 

> — 

51 
1 

это показывает, что интеграл (19) расходится при с = би вместе с тем 


завершает собою доказательство теоремы 3. 


Поступило 


'Институт математики 
ОХ 19039. 


Московского гос. университета. 
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А. КНГХТСНГХЕ. $ОВ ТА СК0Т55АМСЕ ТОСАТЕ ОЕЗ РВ0СЕ$$05 ЗТОСНА$- 
ТТО0Е$ НОМОбЁХЕЗ$ А АССВО153ЕМЕХТ$ 1УОЁРЕХОАМТ$ 


ВЕЗОМЕ 
Оп ргосеззаз зфосраз (ие езф ипе {ат Ше 2 ().) 4е уагаЪ]ез а1вафо1гез, 
]е рагашёге }. 6йапф зазсермЫе 4е фюще уаеиг гёеПе. Ге ргосеззиз ез& 
4% Вошорёпе 1огзаие 1а 101 4е @тШайоп 4е 2(,--^)—2 (№) пе 
Чёреп4 дие 4е )., её А ассго1ззететз; 1п46реп4апфз 1огзде, 
]ез ицегуаПез (а, 6) её (с, 4) 6фапё запз ройй сотштип, 2(5)—2(а) % 
1(4)— (с) зопё 4ез уаглаЪ]ез а\6абюгез 1п4ёреп4ащез. Мом; пе сопз1- 
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46гопз Чапз сеф агыс1е аие 4ез ргосеззиз збоспазиаиез роззё4ап& сез деих 
ргорг166з. 

Мое ЪБиф езё Геш4е 4е ГаПаге розз Ме 4е х(^)—х (0) ромг 1ез 
уа]епгз 4г6з рейфбез 4е ^; помз 6сглгопз х(^) аа Пей 4е 2(^)—< (0), 
еп розапь 2(0)=0, се 41 пе гезйтеш раз 1а сбиёга!и6. | 

Зо и (^\) ппе {опсйоп розИлуе поп @ёсго1ззапе 46пле ропг Ол < 
её 4еПе але Оша (^)=0. Момз 4130103 ‹фае и (\) езё ипе 11т1%е зареё- 


г1епге 4е х(^), 1огздие 1а ге]а&1оп 


2 (4) 
и (1) 


—0 (х > 0) 


а 1а ргораьИие 1. 
Оёз1епопз раг Рь(») 1а ргофаБ16 4е Г1тёвае |х(^)| >> си (%). Оп 
а а|огз ]е = 
ГЕММЕ ЕОМОРАМЕМТАТ,. Роиг дие и(\) з0й ипе Итие зиречеите 
де 2(\), И аш её И зи дие Гаевтще 
с 
(2.0) 9 
0 
50й рие роьг 0 с > 0. 
А 1’а14е`4е се 1етте еф {а1запф заре 4е 11а {огти]е Блеп сопрае 4е 


Р. [6уу ропг 1а !опсмоп сагасёёгазаче 4е х()), поз оЩепопз 
епзиЦе ]ез гёзаафз эза1уапз. 


ТНЕОВЁМЕ 1. Га ропеноп У» в е5ё ипе Птие зиретчеиге роиг 


101 ргосеззиз х(\) пе сощепат раз 4е сотрозаще ваизяеппе. 
ТНЕОВЁМЕ 2. Роиг 4ие х().) обей @ [а 10 юсще аш 1овагирте 
иетё, И аш её И зиррЕ 4и’И сопнеппе ипе сотрозате гвратие зисат 
ипе [0 4е Саиз$. 
(Оп еп4еп@ раг 101 1оса]е Ча 1осагивте иёгё 1е Гай чае 1ез 1тёга- 
11665 
0 < Цм зар а Па < + <= 
Уй 21616 — 
А 
опь ]а ргораБЦие 41.) 


ТНЕОВЁМЕ 3. 5081 и (») ипе }опсйоп ауатё 1ез ргоргёёёвз тепиоп- 
пёез её 4еЦе дие 


И езде а1отз ип ргосеззиз т (\) запз сотрозаще ваизяеппе её 1е дие и (\.) 
п’езё раз (а Птие зирётеиге 4е х(\). 

№ из шоп{гопз епйп дае сегбатз гёзаЦафз дае помз ауопз оБепиз 
ап(6г1епгетеп\ (4) сопсегпап& 1ез ргосеззиз оБё1ззапф А 4ез 1013 а ез 


пе ргёзепепт да’апе сопзбёдиептсе ргезаме иму1ае 4е поге 1етте Гоп- 
Чатеп{а]. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОЕГЕТ1М ОЕ ГГАСАРЕМТЕ ОЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 855 


Серия математическая Зеге та{ПетаНаие 


А. 0. ГЕЛЬФОНД 


О ПРИБЛИЖЕНИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ЧИСЛАМИ ОТНОШЕНИЯ 
ЛОГАРИФМОВ ДВУХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


ша 

В работе доказывается, что при « и В алгебраических, В ирра- 
п р 

циональном и 0 алгебраическом, удовлетворяющем уравнению степени п 

и высоты Н, при неограниченно растущем Н и постоянном п, имеет 

ша — 13-Е 

О о шп Н 

118 

дены также некоторые следствия этого неравенства. 


место неравенство ‚ Н>Н'(:). В работе приве- 


В настоящей работе показывается, что отклонение алгебраического 
числа 0 


Ной" + Н,0"^+... -Н,=0, шах | Н; | < Н (1) 


0<1<п 
: па 
от иррационального отношения шв’ ГДех и В— алгебраические числа, 


2 0,1, В 0, 1, будет удовлетворять неравенству 


м _]и 3+ С ие 
>е т Н Е 0, (2) 


= 


для всякого з, начиная с некоторого И, при постоянном п. 
Доказательство этого предложения будет несколько отличаться от 
доказательства неравенства (2) в моей заметке «О приближениях трансцен- 
дентных чисел алуебраическими» [ДАН СССР, т. ИП, № 3—4 (1935) 
стр. 177—182]. 
В противоречие с неравенством (2) допустим, что существует такое 
= > 0, что неравенство 


В | ЗН } 
р (3) 


при 0, удовлетворяющем уравнению (1), фиксированном п и Н, стре- 
мящемся к бесконечности, имеет бесчисленное множество решений. 

Пусть М будет достаточно большое число, связанное с Н соотно- 
шением 


Н = а ° 9 — (4) 


причем предполагается, что при таком И выполняется иеравенство (3) 
Рассмотрим тогда функцию 


м м 
(а о а 8 (5) 
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и одновременно функции 


м 
1, (5) =117*8 (3) = У, х у с. ‚(к м1)" ие: (6) 


а =0 га 


Нетрудно установить непосредственной оценкой величин, стоящих 
в правой части равенства (6), неравенство для }. (2). Мы будем иметь 


1} (5) < Се 1 = |+ Оз) шх ; (7) 


где № и \, не зависят от М, зи 2. Если Ё и все Сьи, А=О,1,..., М, 
1=0,1,2,..., №, будут целыми рациональными числами, то при 5=, 


1. (#) будет многочленом се коэффициентами, принадлежащими алгебраи- 


=. та 
ческому телу, образованному числами 5х и 3, относительно отношения ПЗ. 


та 


Мы будем обозначать этот многочлен через Р.: па)» т: ©. 


(8) =Р.л (вв, - (8) 


Предположим теперь, что Сь: целые рациональные числа, | Ск | < С, 

-2 
н положим С =10^`. Тогда, давая этим числам Ск, О =—№, 0=< 
< {= \, различные неотрицательные целые рациональные значения 


М--1 
в указанных пределах, мы получим СЕ 1 различных функ- 


` 


ций 7(5), определяемых равенством (5). Пользуясь принципом Дирихле, 
мы можем выбрать систему значений целых положительных чисел Ска, 
О=А=<^, 0=1=<>М, в совокупности отличных от нуля, |Сь| < С, 
таких, что для соответствующей этой системе функции 7(5) одновре- 


1—6 
116 А 
менно выполнены г,’ь неравенетв, л, = [№ "], г, = |- ЕЯ , 


2 


ГЕ (2) — 4е-\№ т 10. 1 пах А (9) 
где ё пробегает все целые чпела 0 Вл. — 1, О, — И. 
= = ы га 
Действительно, из неразенства (7) следует, что при С == 1С\ будет 
иметь место неравенство 
Ё (2) ео ++. ХЕЕСа- Эш (10) 


м * ила 
сие при ё = | ; я ‚ $ [№], неравенство 


А (#) |< ем", кто +. (11) 


В пространстве 2^.г, измерений возьмем куб того же чиела измере- 
ний, со стороной 2е^\*, центром, совпадающим с началом декартовой 
коердинатной системы, и с гранями, перпендикулярными к координат- 
ным осям. Иначе говоря, этот куб будет определяться совокупностью 
неравенств || << ез^*, где т: 1,...., Ф».-декартовы координаты 
точки нашего пространства. На каждой из осей этого пространства 
будем откладывать одну из величин 17. (2) или ВД (8. Оз; м1, 
9: / ‚ при $ пи Ё целых положательных. п веех возможных 


ЗУ. А аа | ое За 
целых положительных Ска. 0= Сьь 210”. В нашем пространстве 


| уме 


< ы № 
З/.г. измерений мы получим тогда (10 точек с координатами 
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2 = = = 2 
ПУ, ВА); бл —1, ОЖ, =, соответствующих каждая 
одной из функций 1 (3). Веледетвие поравеиства (4) все эти точки будут 
находиться внутри нашего куба со стороной 2-Х”. Разделив каждое 
= р №уУшх г м 
из ребер этого куба на [10° 7" ] частей и проведя в каждой из точек 
деления плоскость, перигидикулярпую ребру, мы разобьем наш куб 
м? Пи М 1271" Е х . ‚№? уу № 1-1 
на [10^ 1 ] одинаковых кубиков со стороной 202“ [140 ТМ]. 
Как нетрудно заметить, число точен, взятых нами в пространстве ии» 
измерений и находящихея в кубе со стороной 2зМ, болыие числа 
маленьких кубиков, так как 


[10° Ишх Е и (12) 
Поэтому по крайней мере две точки находятся в одном из кубиков 
(принципи Дирихле!). Иначе говоря, будут существовать две функции 
КО (2) и 1^ (2), обладающие тем свойством, что соответствующие им точки 
в нашем пространстве будут находиться в одном и том же кубике. 
Отсюда следует, что для функции /(2) = /® (2)—/° (2) будут одновре- 
менно выполнены 7.7, неравенств 


У (#1 =2 ИЗе=\ [10% Ушм Е < дем" —1а 10 Ушм 
О=$=^—1, О<Е=и,— 1, 


(13) 


) 


так как разность между координатами точех, соответствующих фуик- 
ЦИЯМ 1 (2) и 7), не превышает стороны маленького кубика. 

Итак, мы построили функцию. определяемую равеиством (5) при 
целых рациональных коэффициентах Сьа, |Сьр| = 10”, для которой 
выполиены одновременно 7”, неравенств (153). С этой построенной нами 
функцией 7 (2) мы будем иметь дело во всех последующих рассулдениях. 

Представим пашу функцию /(2) с помощью интерполяционной фор- 
мулы Лагранжа в виде 


р 
г 
По 
о (5) . р от А Рю ЕЙ Н 
У Е ое АЕНИЗ Е т 
мо 1 | вЕф..Е-фИ Ее... иь- 1) 
х-= т: 
т хам. М]; Зи а А >1—8 
де Пр — [^ | Е ег | Е о == Я == , + [2 = 1 й 
1 с СЕ ` М Г окруж я = 
в - 0; 9, 1, 3 и 1 не зависят от а окружноеть ‚$|= 
* 9 ы = - 
5/2 — ` = 1 и .. 2% ы 
— МИ-', Г, окружности ЕЕ, 12| 53 М", 1 < 1». @ помощью 
этой формулы мы можем доказать следующую лемму: 
ЛЕММА 1. Рели }(3) подчиняется перавенставу 
[Ад = Фоны», (15) 


где 0 и 13 и" зависят от М и 2, то существуют консталипы №4, Ар» Аб» 
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^., А, не зависящие от М, в, То, 11, ть уе ре. что при М> М,; 
<^ г — . я о. 
12. >21+8; 4 = 1: > 1—5; а 0; 5 = 1= 1} и 
+ — 1, $—< Им М№,, выполняетея неравенство 
11° (5) |< вам Там ИТ ие вез 
з $ Е оС р ар 
- шах | К (2) еб мт Те ии м+м ВАМ (16) 


05-1 
ог -—1 


2 
г = [М], г = [9 М В М]. 
Цля доказательства этой леммы мы прежде всего можем получить 
с помощью формулы (14) неравенство при |5| < 2: 
11 (21 < ем еаме-торам И ср +110) МИ Те атм к 
$ ` о 1 ’ Уз 
+ шах || ебеомИ ыыы, (17) 
0%; -1 
03—11 
где ^1, ^з, Аз. Аз не зависят от М и 1ь, 11, 12, \з, 1. 
о о 
Далее, пользуясь формулой Коши, мы получим, при |2| =. 
с = Е. 1-5 
ПА (ат 1 (а) ее, а М. (18) 
Отсюда следует наша лемма. Из нее следует также 


ЛЕММА Г. Пра условиях и обозначениях леммы [ имеет место нера- 
венство 


(08| < о м-АмТонам  —аь-1-то МИ таз М - 


-- шах | т (2) | еСо-том т оз мам ам? ‚ (19) 


г. = [№], = [М М], с < №1, ММ, 
где 14, №. так же как и предыдущие константы 7, не зависят от т, М, 
3, ё, 1, 1, 3} < произвольло, 03 №. 
Эта лемма есть непосредственное следствие предыдущей, так как 
Ёе (2) =№°8/9 (9 ин с< М. 


Докажем еще четыре леммы, которые будут нам необходимы в даль- 
нейшем. 


ЛЕММА П. Пусть }(5) определяется формулой 


м М 
1(а)= \Х УСьаз" в", |Сьа| 210", (20) 
оо 


где все Ск: — целые числа, х и В—не равные нулю и единице фиксиро- 

ванные алгебраические числа. Пусть, далее, 9— алгебраическое число, 
7— 

удовлетворяющее уравнению (1) при Н=е“ к Тогда, если мы положим 


Рел (68 )=и`°в (3), (21) 


2де {— целое положительное число, М >> №М,, или имеет место неравенство 


— 5—2 ем 
Рафа”. аи (22) 


где \ и №. не зависят от №, Ё и <, или 


Р.: (0) = 0. (22’) 
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Доказательство этой леммы очевидно, так как неравенство (22) есть 
одна из модификаций неравенства Лиувилля, для алгебраических чисел 
9, хи В. 

ЛЕММА ПТ. Если для фиксированного ев, данного № и Н=ем"*, 


= выполняется перавенство (3), то для функции } (2) 
м М 
О В о 10 (23) 
К=0 1=0 
при № >> М, выполняется перавенство 
ша + . 
|Рыв-Ра Е ем рый", (24) 


1+5 
о 


где 0 удовлетворяет уравнению (1), Н дано в условии леммы, постоян- 
ные №1 и \12 не зависят от №, [и 0, а Рс 1 (1) определено равенством (24). 
Доказательство этой леммы также очевидно и основано на формуле 
Лагранжа и непосредственной оценке величин, входящих в состав 
и 
функции /® (0, <= №. 
ЛЕММА ТУ. При одновременном выполнении условий леммы Ги ПП 
имеет место неравенство 
Е 
о 1-уо > 
Е 
ра! 1 
Ч е-баеть-т-томИ а Та Мам? дым То ом —_ 


ие тах. и (#1) | еро-тем И НТ Там ам Ту? (25) 


0<<т1—1 
053 </г2—1 


= [М], г, = [М а ВМ], о М, 1 Мм, ММ, 


где имеющие прежние значения величины №4, №5, №, №, №, №» №12 
не зависят от М, 1о, 11, [2 13.1 
Доказательство этой леммы следует из неравенства 


|Рьл (0 =} (| Рь,, (8) — 7, (#) |. 

ЛЕММА У. Если и тай и выполнены условия леммы ПТ, иначе 
говоря, если при этих условиях имеет место неравенство (24), то при 
условиях леммы Ш имеет также место неравенство 

3+ 
В а а (25°) 
т 
р ЛЕ 
где \1з не зависит от № и &. 


Доказательство очевидно (лемма ПП]. 
Далыше доказательство невозможности неравенства (3) идет следу- 


— 62? 


ющим образом. Пуеть при данном =, достаточно большом №, 5 


р, определенном далее, 
№ > шах [М.М № ,..., №] а Н==е 
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Л 
выполняется неравенство (3). Величину = мы можем считать меньше -,, 


1 
так как в противном случае мы могли бы положить = = &‹ < 5 и нера- 


венство (3) естественно выполнялось бы а ГоРМог!. В этом случае 


а 1 д’ 
= ие При указанном выше № строим функцию ] (2) 
м м > 
Рае: У Усы [бл 940, (26) 
в=0 1=0 


с целыми ль отличными от нуля, в совокупности удовлетворяющую 
я т 


- и 
одновременно аль, г: = [№ *°], хз = |; № ‘а 2 м | ‚ неравенствам (13): 
; 5 га. -2 — т 

ПА (Е ем —шт10о МУ м (27) 


Е о 
ша 
п и 


ональное число. Такую функцию, как это было показано вначале, можно 


где \14. не зависит от №; & и В— алгебраические числа, 


построить для любого №. На. основании леммы Г’, где положено = Е 5 
д ры . 1 
О а ЕЕ В уе 1-0, — о › Мы сразу получим неравенство 
для выбранной нами, при выполнении условий (27), функции }(2). 
именно 
5)! = ош зм? з 2 ПОЕИИ Е и (28) 
8 


ее 
8 


са мМь А”, 
где константы 7:5/и №15, непосредственно связанные с предыдущими ль, 
не зависят от М. 
На основании леммы П мы также будем.иметь неравенство 
2 ел Е 
О а. (29) 


6 


< .1- 
, › зависит от / удовлетворяет уравнению (1), и Н=ем . 
где )..) не за У, 0 удовлетворяет ура Е 


УВ 


С другой стороны, так как предположено, что, при данных №, Н=е^ 
м ев, выполнено неравенство (3), мы будем иметь по лемме [У 
3+5 
[Ро Фе е-м "ме 
1 


Ч е-Пию-и мы м+ 16 №" : (30) 

м 

м — 
Сопоставляя неравенства (29) и (30), мы непосредственно убеждаемся, 
что при М ИМ, правая часть неравенства (29) станет меньше правой 


6 
не 1-— 
части неравенства (30) и значит при О<о< М1, 0=:=мМ “и 


№ > М№., будут выполнены условия 


У т Мам? 


Ре ом И барк м. (31) 


т 
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Отсюда следует, на основании леммы У, ‚что выполнены перавенства 


Е Г) 


Пе м А 
Где 119 == 11 + Ллз. 

Итак, мы получили, что для выбранной нами функции (2) выпол- 
нены не только неравенства (27), но и значительно более сильные нера- 
венства (32). Мы можем опять усилить эти неравенства, распростра- 
нив их на болышее число значений $ и #. На основании леммы |, 
полагая в ней 1=1, =, и, Че-5 ВЫ, У 0 


получим для нашей функции }(5) неравенства 
р о 


Я 
Е $ 5 р 2---—5 
а ОМ ее 5 


| Ге (Е) ==е З -- е-№ -- 51 11м, (33) 


| о 


З 
: . Ато т 4 } Е 
О № 3 ^0 М А не зависят от М. 


На основании леммы П должны иметь место неравенства 
в о М Ри а. : 
Ре ее я у О № (34) 
где 7. не зависит от №. 
Из неравенства (341), веледствие леммы [У, мы будем иметь также, 
что 


В : и — бо о 
= а. т гам шлеам “ ВЕ 
Рей 88 -е (35) 

145 1+ 
где №3 и /.. не зависят от №, О < М№М*°, Оз М . Сопостав- 


правая часть неравенство (32) станет больше правой части неравенства 
(33) и, значит, при М> М, 


ляя опять неравенства (32) и (33), мы убеждаемся, что при М > М, 


1-5 аа т 
Ра (бол, ба \ р (36) 
Отеюда следует, по лемме У, что при М> М, 
= 3 
м а № 148 
ие (37) 
Сравнивая неравенства (32) и (37), мы видим, что промежуток измене- 
8 
ее 
Е . 8 
ния {, бывший в неравенствах (32) равным № ‚ в неравенствах (37) 
6 2 7. 
1 98 1-5 58 358 
стал равным № 6} . №” , иначе говоря, он вырос в М” раз. 
'Гак како т; 35 <= то, выбрав такое целое положительное число р, 
0 , 


чтобы было выполнено неравенство 


212+, (38) 
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мы получим после р переходов с помощью лемм [—У, аналогичных 
переходу от неравенства (32) к неравенству (37), считая этот переход 
первым, перавенства для } (2) 
Е 1р-1 
3+5 а 
Ее (39) 


7-1, 
8 


` 1+ 
5 о 
А и 
Я не провожу здесь доказательства методом полной инндукции, 
так как оно очевидно. 
Из неравенства (39) следует, что при с =0 и целом положительном &, 
9 == (№М-+-1)?, имеет место неравенство 
3+> а" 
о О=# = (М-1)?, (40) 


7р— 13 
8 


так как 1 0 > 2. 


С другой стороны, из неравенства (22), при в‹=0, < (М-+ 1), 
мы будем иметь, что 


17 (#) |= [Рен (0) | > е-9м® (41) 


Сопоставляя неравенства (40) и (44), мы видим, что при М> М р 
будет выполнено неравенство 


о 
5. А» М А. ) (42) 
7р—1 с 


так как З-Е о 2-Е 6. Отсюда следует, что так как наша функ- 


8 
ция (2) постробна при М `> шах [М,...,М№ь|, то О =0,Е=0,1.... 
а 

Вспомнив вид функции }(5), мы можем следующим образом записать 
эти последние условия: 


УТУ С, (2181 =0, О<ё<(М+ 1. (43) 


Рассматривая равенства (43) как систему линейных уравнений относи- 
тельно Сы О == М; 0=1=— М, мы можем утверждать, что все Ск =0, 
0=А=—М, 0=1/=<М, так как детерминант этой системы есть детерми- 
нант Вандермонда и кроме того равенство а: ВЫ = &^=В невозможно при 


целых К, К, 1,4, (К — К.) (1—4)? = 0. так как число = предпо- 


ложено иррациональным. 


Мы пришли к противоречию, так как коэффициенты С»: были 
выбраны в совокупности отличными от нуля. Этим доказывается 
основная 
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ТЕОРЕМА Т. Каково бы ни было = > 0, неравенство 
па = 
гы И: 
и, (44) 


и 
@] 


— шо. 
при @.1геб раических а и 3 п у пррациональном, а 0 удовлетво ряющем 


уравиению 
7—1 , 
Н.Н, =0 "Н-П (45) 
с целыми рациональными Н.,Ну,...,Нь выполняется при всяком 0 и Н. 
М (-). 


Следствие. Каково бы ни было = 0 при в и В алгебраических 


па 
И |пз ИРррациональном, при 9 > 4%(=) имеет место неравенство 
‚ та ри Зе 4 
Е | ет а и 
[п 3 2 > 7 (16) 


где ри 9 __ взаимно простые целые числа. 


Со . по 
Из основной тебремы также следует трансцендентность 13; ССли 
только это число иррационально, а х и 8 алгебраические. 
Прямым следствием теоремы [ является также 
ГБРОРЕМА И. Уравнение 
т, тэ 
- , 2 ИИ х ия 
и=-- ХР (т, у) =" + У Ч (т, У) Ви, (17) 
й==1 #—1 
где №, (т,У),..., Рин (х. У) и 0, (2, у), ..., От» (2, у)—полиномы с целыми 
алоебранческими коэффициентами относительно ти у; 9, 9. ... 
Пи о. Чоебранческае часла, || >‘: ы 61... ТЬ 
ПВ ЕАН оыа т.,—имеет только конечное число решений в целых 


числах 2 и у. 
Действительно, допустив существование бесчисленного множества 


решений у этого уравнения (47), мы непосредственно приходим к нера- 


венству 


ехта-ишв 1! < е-1и, 1 > 0, (45) 


откуда следует, что неравенство 


]па ий 
Ре у 0 49 
ШВ У| а ь: | 


где 7, не зависит от хи у, имеет место для бесчисленного мпожества 
пелых д и у. Мы пришли к противоречию с неравенством (14). 
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А. СЕГЕОХЬ. ЗОВ Т?АРРВОХТМАТТОХ ОО КАРРОВТ РЕ ГОбАВНТНМЕЗ 
ТЕ РЕОХ ХОМВКЕ$ АРСЁВЕТОСЕ$ АО МОУЕМ РЕ МОМВКЕЗ АРСЁВЕТООЕУ 


ВЕЗОМЕ 


Т,’апепе Ч@етопе Г’тёса|!ё зиуаше. 
Роцьр ил = >. 0 агЬиташе 


Ру З-+= 
|1 _6| ем М Е 
| шв | 
. я нь п . . р 
ой 9 её 3 з0п6 4ез потЪгез аеерг1ачез, Е езё 1ргаоппе| её 0 ез( Та 
гасте ае Гечиамоп а1объгаие А сое елегиз епИегз Н., Н,,...,Ны, 


НН... На=0, шах ВН. =Н. 


0<1<п 


Сошше саз рагасаПег 4е сейме ттёра! попз омепойз Риювез[ ив 


ой р её 4 з0пё Цез погабгез епегз гайопле[$. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГСЕТИХ РЕ ГАСАВЕМЕЕ РЕЗ 5СТЕНСЕ$ БЕ [0 В55 
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9 ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ С КАНОНИЧЕСКИМ РАЗЛОЖЕНИЕМ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ВИДА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказаны три теоремы, характеризующие распределение 
целых чисел, в каноническое разложение которых входят лишь заданные 
простые числа с любыми показателями или с простыми показателями. 


$ 1. В теории чисел имеет существенное значение так называемое 
каноническое разложение целого числа п, 


пр... 


где ри. Р.....:Р, сразличные простые числа, входящие в п. Мы будем 
говорить, что последовательность целых чисел произвс- 
дится системой простых чисел р;, рь»,..., р, если последо- 
вательность состоит из всех целых чисел, каноническое ‘разложение 
которых содержит лишь заданные простые числа р;, р»...., р. Если 
производящая система состоит из одного простого числа р,, то соответ- 
ствующая последовательность целых чисел представляет геометрическую 
прогрессию. Но если производящая система состоит из нескольких 
простых чисел, то получается последовательность целых чисел, для 
распределения которой нельзя указать простого закона. Так, если 
производящая система состоит из двух простых чисел 2 и 3, то мы 
получаем следующую последовательность: 
ео 6. 19 2, 2122. 36, 55, 55606 12 81 56... 
Поэтому представляется важным изучение законов распределения 
таких последовательностей. В нашей работе (!) мы рассматривали послс- 
довательности, производимые системой двух простых чисел, и получили 
следующий результат. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть № 0, р, пр даиные простые числ. Тогда 
дая числа Гх решений равенства | 
Аа М 
в целых положительных 2 и у и в произвольном {. удовлетворяющем 


7/сл0ви 8 в 
у а 10505 105 Х 


1.34: ) 108 105 № 


И \ 


) 


ож 
< 
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имеет мгсто асимптотическая формула 
__ 10 М 108 108 О (еек) 
У 1овр, юр, 108 108 № \ 108 105 М /° 
Этот результат решает вопрос о представлении любого действитель- 
иого чибла с помощью членов последовательности, производимой системой 
простых чисел р, и р». Теорема 1 может. быть значительно улучшена 
если воспользоваться одной оценкой А. (» Гельфонда, относящейся 
к теории трансцендентных чисел (2). Исходя из этой оценки, мы можем 
заменить теорему 2 нашей работы (') леммой 4, изложенной ниже; 
в связи с отим указанное в теореме 1 значение А может быть заменено 
следующим 


1 


А р 05 108 №“ ь 

где =— сколь угодио малое положительное число. Мы здесь не останав- 
ливаемся более подробно на этом результате, так как его вывод 
пе представляет никаких затруднений. 

$ 2. В настоящей работе мы прежде всего будем рассматривать пред- 
составление действительных чисел с помощью членов последовательности, 
производимой системой трех или более простых чисел, и докажем следую- 
пиую теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Дая числа Гу решений равенства 

№ =а р“ р"... рм, (1) 

20е №`-0, 1[=3, ра, ра, ....рг данные простые числа, чл. ж,..., 9 


принимают значения целых полоэкительных чисел, а удовлетворяет 


условию з 


_ — — р — 114 (4 Я Зы 
але О. (2) 
ноет место асимптотическая формула 
. 1 
2 (106 №)! 1 А, ( : 5“) 
7 = С Г 1—1 р (105 105 Х) ` < 
Гуд ар ЕО \(1о< №)Г-1е— 95105 №) я (3) 


(1—1) 10 ры - Ю 

О НОЕ 

‚адача становится более трудной, если рассматривать целые числа. 
производимые системой простых чисел р, р....., р, © дополнительным 
требованием, чтобы показатели степеней этих простых чисел 21, @2....501 
принимали значения не всех целых чисел, а лишь целых чисел, удов- 
летворяющих некоторым условиям. В настоящей работе мы еще рас- 
‹матриваем числа с дополнительным требованием, — чтобы показатели 
иринимали значения простых чисел. Другими словами, мы рассматриваем 
чиела вида 


— рой Е 
О О 


где |1, [»,...,Ри-данные простые числа, а п, я.,..., ж, пробегают 
значения простых чисел. 

Пользуясь последними результатами И. М. Виноградова, относящимися 
к оценке тригонометрических сумм с простыми числами и к распреде- 
лению дробных долей значений функции, аргумент которой пробегает 


простые числа (3), а также упомянутым результатом А. 0. Гельфонда, 
мы доказываем следующие две теоремы. 
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ГЕОРЕМА 3. Даля числа Лул решений равенства 
х т.т 02 
о (4) 
где №. 0, 1[>3, р. р.,...,ри- данные простые числа, а 


принимают значения простые чисел, 4 удовлетворяет условию 
1 


с- 41 = Я < Ал, и, == ео 108 №) 3 Е 0. (5) 
имеет место асимптотическая формула 
2 (По №) ТА ор 108 10 У 
Я = о 1 ЕО ыы | 5. 5 5 5 
М1 ОВР, . 10в р, 68 108 № 1-0 тор 108 № . о _ 


'Гаким образом положительные числа можно представить в виде 
р ре р 
< точностью до сомножителя, стремящегося к единице по мере возра- 
стания представляемого числа. ДЩополнением к теореме 3 служит 
ТЕОРЕМА 4. Даля числа Гу решений равенства 
МУ = 4рРру, (7) 
где М> 0, и и р. — данные простые числа, р принимает значения прос- 
тых чисел, у принимает значения патуральных чисел, 4 удовлетво рае 
условию 


1 


: ; О — ) 
1 =6-“, \=0е (5105) 0 (5) 
имеет место асимппотичесвкая формуиа 
1 105 № 
3 10 р: а 
— (105108 М) Б ее 
=“ Чико (1об Ме-? бов], (9) 


105 и 


Тр = 


с 


Следует отметить, что методы доказательства теорем 3 и 4 сущест- 
венно отличаются друг от друга. Хотя оба доказательства являютей 
по существу аналитическими, но в то время как доказательство теоремы 4 
базируется на изучении распределения дробных частей линейной функцин 
от простого аргумента и таким образом при доказательстве используется 
периодическая функция, — метод доказательства теоремы 3 основан 
на использовании функции непериодической. После того как теорема 1 
установлена, остается открытым вопрос о возможноети ириближенного 
представления положительных чисел в виде 

Вир, 
где Р1 и р› — заданные простые числа, а г! и т. принимают значения 
простых чисел. 

& 3. При доказательстве теорем 2, Зи 4 мы будем пользоваться 
следующими леммами: 

ЛЕММА 1. Пусть з и № произвольно малые пололсительные посто- 


Я 2. а—=1007 4. целое > 0, 


1 
апные < --, 


0 т" ке 
=, (и, 4) =Т, 09 9=4, М 1, 
р пробегает простые числа. Тогда . 


Е 
АР) < Аса*У РАЗ“ 


р<А 


-Ё й Ч —1 Жо 
о а Е 
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Мы пишем ес (2) вместо 67 и ДХВ вместо А=0О(В). Это предло- 
жение принадлежит И. М. Риноградову ип в несколько более общем 
виде опубликовано в его работе (3), теорема 3. 


ЛЕММА 2. Пусть ен | произвольно малые положительные посто- 


1 
япиые =: 
о 


в, — .1юбое действительное число, р пробегает простые числа, =(А) озна- 
чает число простые чисел, пе превосходящих А, 


‚АА, где А, достаточно большое постоянное > 2, а =18 А, 


НОЕ, м4, Ока ы 


Пусть, кроме того, Т означает чиело значений дроби 


ры], РА, 
с условием > 

0 = (ра = 8. 
Тогда 


ой и 
—а р 
ИУ АВ ЕЯ и) 


Эта лемма. лишь своей формулировкой отличается от теоремы 4, 


опубликованной в работе И. М. Виноградова (3). 


ЛЕММА 3. Пусть з сколь угодно малое поломсительное число, хи 3 
100 а 

Члгеб раические числа, = иррационально, (г, 9) =1, 9.> 4о(з). Тогда 
имеет место перавенство 


ещо. 
1105 В а” 

Это предложение принадлежит А. О. Гельфонду и опубликовано 
в его работе (?) (теорема 1, следствие). 


0 


ЛЕММА 4. Если ру и р. два простых числа, з сколь угодно малое 
положительное число и 


МИ (9), 95 004, 


то для достаточно больших значений имеет место перавепство 


10 
Доказательство. Отношение а иррационально. Кроме того 
ь 1 


нетрудно убедиться в том, что с возрастанием х неограниченно пвозра- 
стает 4 [см., например, теорему 2, опубликованную в моей работе (1)]. 
Ноэтому, применяя лемму 3, имеем 


и тем более 


. е- (оз а) 


а | = 
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Отсюда мы находим 
ео 4)3+* о. 


пли 

1 

а> еоЕ =} з 
что и требовалось доказать. 
:[ЕММА 5. Для функции 

со 
с 1 51а 25\3 511° 2%05 
2 (у, А, 5) 8—1 8+1 082871 е (уз) 2 


$ =0, когда Ач у, 
0==2=<1, когда Ау < А-З, 
Е 0204 [у| < А— $35. 
Эта лемма проверяется легко, если воспользоваться интегралом 
[®.$) 
= яп пу: 45, 


о 


я 


0, — —^ в зависимости от того, будет ли // больше, равно 


АВ 0, 


9 


илн меньше нуля [см., например, теорему 1 нашей работы (*)]. 
ЛЕММА 6. Если я, Р и @ любые действительные числа, причем Р ЗО, то 
|[еы 
е (ят)! < --- 
_ ( ) 4) › 
| Рох<0 | 
где (2) означает расстояние от 9 д0 ближайшего целого. 
(>) / й 1 
Доказательство этой леммы элементарно [см., например, лемму 6 


главы | книги И. М. Виноградова (°5)]. 
ЛЕММА 7. Есль К принимает целые значения, а [. любое полоэки- 


Ри 
\ е 
АИ 

равен пулю, если К -Е 0, и равен Г, если К =0. 


Эта лемма проверяется непосредственно. 
ЛЕММА 8. Даля числа Ту целых точек в области 


тельпное целое число, то 


Е.Н, = Р; а: 20, ж=:0,...,21, 20, (10) 


где я 2-е, [1 поломсительны, имеем 
1 


е 1 
та: НОРЫ. 


Доказательство. Для случая [=1| лемма очевидна. 
для определенного 2, число 


„допустим, 


что лемма справедлива для /—1. Тогда 
целых точек в области 
Ц ; о нА 
а бот, Е... Ра а 54 т 


будет равно 
(Ри р 


(1 аа 1 
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Отсюда мы заключаем, что 


Г] 


= = 17 И Е ПЕЙ — 
т У — 1) а 14а --- а м ) 
Ху 


1 ы ре = : я 
и в 


ху=1 ^=0 
Р 
5—1 ВЕ | 
- р —/—1\м^ © 7 — я 
Е 9% ( й т "ия +0 (РГ) 
ху! 
2 © 1 1 
у, * =. - 
И 1) ( 2 г 0(Р 1), 
^=0 
или окончательно 
Р? 
= — [0 1—1). 
р Пи. ти а 


$ 4. Переходим к доказательству теоремы 2. Полагаем 
А —1ю0 №0 а. 
Кроме чисел = и 


= °, введем еще произвольно малые положительные 
числа 1, ..... 


.,3в, удовлетворяющие следующим условиям 


а 


Заметим, что с помощью леммы 5 мы легко получаем для /х.г сле- 
дующее соотношение 


у1-Е Е = > . Уе@, 105 р. +... и 108 р— А, А, 6), 


в<А <А 
где 


1 о 


А и (11) 
а В означает погрешность, соответствующую представлениям № в фор- 
ме (1), когда 1094 удовлетворяет условиям 
—А— $0 = 1064 < -—А+ $ 
или 
А— 5% < 1064 = А- $5. 


После простых преобразований мы получаем 


со 


и ана р\ 05, осень 
где 


А 1 ее т 25 


Пр8-Едят! 
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Введем числа М, удовлетворяющие условиям 


= а 2, 60102... | 


А (1—1) < 106 М < Аа), ° | _— 
п. 


=> 685 
т — е-а3 2. 


Легко проверить, что для числа [м‚: представлений М в форме (1) 
имеем по аналогии с (12) 


ее \ 05, 5, ... бе (— 5100 М) 4-. (1%) 
0 


Обозначим. 


Ф (=) = РО 5, 5. ... бе (—2106 М), 


а \о от — м 
, а 
Н,= (Фа, Ут ", 
И, = \Ф (5) 42 
Тогда находим 
м — Нм! = Я! - Не +: В... И 


$ 5. Займемея теперь оценкой интегралов правой части (15). Дая 
оценки Н, рассмотрим сперва те значения 5 из интервала =: ). 
дя которых 

(о) 
Совокупность таких значений 5 обозначим через Е”, а совокуиность 
всех остальных значений 5 того же интервала через 2”. Нели. кроме 
того, обозначим 


= }®(5) = Ш } 2(2) 4, 


(Е*) (Е) 
то 
На == На ИТ. (16) 
Для любого значення 5 из Ё’ имеем по лемме 6 
1 
© = = - Е 


Поэтому 


А. 7 1 
Н; «Одеса \ О, 
(Е) 
$ 6. Легко проверить, что 
А 
< 
(< у, 


и что область Е’ мы можем заменить всем иромекутном от О до } 
Поэтому находим 


—] 
ых 


1 У 
И: К ААе-аЗ "1551, 51...154142. (1 
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ЦК интегралу правой части последнего соотношения применяем после- 
довательно неравенство Коши-Шварца и получаем 


Уи 
55. ба (15а 


() 
У 


ы | . 
= (15а: (ва (1541... 5144 
5 


0 
После (/— 2)-кратного применения неравенства Коши-Шварца находим 


) 
1551531 ..-156 42 = 
о 4 $ 
< С 1 у ПЕ 5—2 
х > й 4 г —2 у 91-8 ы ы 
«(изьрае) (мае. (ный а: (152 а: (18) 
у 0 0 


Рассмотрим один из сомпожителей правой части последнего нера- 


венства. Имеем 
= 


у = ры 
т а \ № е (5%: 100 ре. 49а, 1=2,3,...,—1 
И О в <А | 


/. 


Введем подстановку 5 10° р. = и найдем 


о Ь 
И - |2). —1 
|5. й на, | №2 (924) Ч 
< <А 
л 


где 
Г —=1У 105 р] - 1. 


Последнее неравенство мы можем переписать следукицим образом: 


у. 
(15 Ата = 
о 
75) 
С 1 } м Е В й 2—2 и 5—2 Е р 
| ви; ©, в и = О... = 1) 4. 
а А 


7 питеграл правой части последнего неравенства 


Но согласно лемме 
на число решений неопределенного 


равен числу /, умноженному 


уравнения 


а Ва ПЕ а, 


2—1 
в целых 2’,..., 24?” '), не превосходящих А, п потому, как иетрудно 
проверить, 
}: 


т 5—1 а ЕТ 2 . в 
у а а 


0 
тдельно оцениваем таким же 


правой части (18) и паходим 
К. 1—> 


\ о ОУ в 


у 


точно спобобом последний множатель 
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С помощью найденных оцено мы можем заменить неравенство (18) 
еледуюнием 


: им 1 а = 
- : 2-Е 1 > 2—1 ' 22 
с © У 7 =2 Е Е 
Аба Буза ое зу а" АЕ 
о 
) а ) о 
Воепользовавшиеь поеледним неравенством, мы находим из (17) 
1 
Я 
Аа 7 41-2 
11, «Але и, 
или 
1 р 
р 9 
ПН: < деть". (19) 


$ {. Переходим теперь к оценке интеграла Ну. Каждое значение = 
из [” мы можем предетавить слодущим образом: 


1 
С: 
3 
оо бе 24 20 
= 09], = т- А , А" ) (2 ) 
где 1 — целое число, отличное от нуля, причем 
ПН, 
Полагаем 
Е 
о. 


м на основании леммы 4 находим 


ТО а () Вет в 
пор Ра Ка’ И), О (21) 


где 
| -= К 
о © даа, (22) 
Умнокая почленио равенетва (20) и (21), получаем 
1 
И 
З 
Е 00: е 
7 (; ›еЧ” и А 
177! К с 
5 109 = - и 23 
>72 И) 1 1 Е - ( ) 
Так как 
1 — в 
* Ч И 
С 7 
77 
и! р. , А: а 
то не может быть равно целому чиелу и отличается от ближайшего 
(/ 
Ува (93 
целого не меньше чем на Ноэтому из равенства (23) выводим 
а 
5 
Ре 
(5105 /») я р 
А ей” 


ом Ю абсолютной величине не превосходит постоянного числа. 


.4 


(Следовательно, е помощью соотношения (22) мы выводим из последнего 


неравенства 


——=7 


(2 109 р) 7 Аа 
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; : ета о ги 
Геперь мы можем оценить сумму 5, для всех значений 3 из П” при 


помощи леммы 6; находим 
1 


8 
о Оо 


) 
поэтому 


© | = 


о. 

(Е”) 

Носледний интеграл мы оцениваем теперь по способу, излоленномху 
выше ($ 6), и находим 


Е ее 


1 
—-—з0 


Не в. (2%) 
Из (16), (19) и (24) окончательно получаем 
1 


Н, © АН е-а г (25) 


$ 8. При оценке Н, мы для каждой из сумм 5.1, %5,..., 9 применяем 
очевидную оценку 


| р ри . 6) 
АА, (26) 

цроме того замечаем, что 
ЗЕ А кий 2505 = 1. (27) 


С помощью (26) и (27) находим 
со 
Н, «РАЗ | за = РА -° у, 
у 
или, подставив сюда значения О,2, 3 и У, получаем 
1 


Н, < Але а3 ^. (28) 


Воспользовавшись оценками (25) и (28), из (15) находим 
1 


Е (29) 


$ 9. Для оценки В заметим, что В по абсолютной величине не пре- 
восходит погрешности, получаемой при замене в интеграле правой 
части (14) А через А — 255. Мы оценим прежде всего яогрешность от такой 
замены в интеграле Нм. При этом без труда находим 


Нм (\) — Нм (5—2)! — 


р. С 29а (А —2; 1 $1 . , 
в. и от 95 
0 


<, 
1 
М 
= 
5 
> 
а 
м 
©. 
[9 
2 
го 
э 
© 
> 
а 
- 
1 


откуда 


И Иа) $15. а 
о 
Нрименяя к последнему интегралу рассуждения, аналогичные из-иикен- 
ным в $6, и подставив значения $ и 6 из (11), найдем 
1 


Нм (\) — Нм (А — и е-а3 
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При помощи последнего соотношения и оценок (25) п {28) получаем 


т 
о. 


= 


Поэтому из (29) находим 


1 
— — 0 


Гмл —Ни!& А аа (30) 
в частности при М =М получаем 
й = 
2-0 
ПНА о. (21) 


$ 10. В соотношении (30) мы можем заменить Н м через Нх. В самом 
деле, из определения (13) следует, что 
105 М=А-09Ач (10'=1). 


Портому мы имеем 
я 
И \ Евы, 
0 


или 
1 


Пн \ ое. 
^ () 


К последнему интегралу мы опять применяем рассуждения, изложеи- 
ные в $6, и получаем 


Ни мана". 


откуда окончательно находим 
1 
— 0 


Е ее 
Нм ==: Нх “А -° : (22) 
Ив (30) и (32) получаем 
1 
Пи 
Лмо — 4 ес“ . (33) 
Ф 
Для вычисления Ну мы суммируем последнее соотношение по всем 
числам ЛМ, определенным соотнонтениями (13), и находим 
| 


я О) 
® ; и Е эх \ 
м Гы ==|! Ну < ИА ва р (54) 
М . 
где У означает число чисел М. Из (13) легко находим 
Е „Ат х. 
У = О (1). (35) 


А, 


Сумма № Гм,: выражает число целых точек в области 


М 
А (1—1) жж Ююбр-... тер, А (1-м). 
Нрименяя поэтому лемму 8, получаем 
\ А аа р м 
Ави 108 р... о о 
м 


ра А 
и = | 102 р: Е 10е р, 
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Подставляя это значение в (34), находим 


1 
й 30 
} и 2А кк ИН < ИА 'е-« 4 А'4?, 
(1—1)! 10 р, ... 108 Ри 
или 
1 
: 1. ИИ 7.2 
Н 2 А "© А’ е-а Е 
м П- ОМовь: . АЮБр Й у 
Подставляя сюда значение У из (35), находим 
1 
2АТ-14, Е о Е 
-- < А че 9 А Ам 
Нк (1—1 юр, ... ЮР я 1" 
или 
1 
Н а (36) 
УИ Юр, Юр ^^ 
Из последнего соотномения и (31) получаем 
1 
— 1-20 
т 
о ААС рр... Юр 


Таким образом теорема 2 доказана. 
$ 11. Приступаем теперь к доказательству теоремы 3. Мы попоеж- 
нему будем пользоваться обозначениями 
А = 100 №, а 1081 


и введем числа 5%, 3;,..., 314) удовлетворяющие соотноинениям 


2 > > ^^ 
э 30 21 >... 2 3. 

Для числа представлений Лу; мы, так же как и вые (: 
находим соотношение 


27 

> 
— 
> 


а+НЫЬ | 05,5... и (—24) 45, си) 
0 


где 
о 


Г п 2=\5 зи 220= 
ЕАК БАС 01 о 
1 `) 
—-81 2 
3 РИА 
ей 1 е^ ^ в И: я 
о С 


а П имеет такое же значение, что ив $4. 
Обозначим 
фе ро бей, 


` 1 

у 57 
Ну А аь  беА-ю 

“ 

у ти 


И == Ф (5) 5) ея 


Н,=: \ © (5) 4=. 
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Тогда находим 
Нм НЫ еьНь: в Во, (38) 
$ 1. Переходим к оценке интегралов правой части (38). истя 
оценки М, заметим, что для каждого значения 2, удовлетворяющеге 
условию 


имеем 


2108 р: = ЕЕ И, Г, (539) 


Рассмотрим сперва те значения 5, дия которых соответетвуюние 
значения 9 удовлетворяют условию 


1 са 
Цля таких значений 5 мы получаем с помощью леммы [ следуюнщуя 
оценку (полагаем А = |): 


1 


зы 
5, < Ае-@ 
Обозначая часть интеграла Н,, соответствующую этим значениям 5. 
через Н:, имеем 
к 
Н; © рАе-а (19155 а, 
(Ё’) 

причем область интегрирования Ё’ состоит из указанных значений 5. 
Далее мы замечаем, что 

А 


_ 
‘< 


ни что область В’ мы можем заменить всем промежутком от 0 до У. 
Поэтому находим 


о. НЫЕ, 


Последний интеграл мы оцениваем по способу, изложенному в $ 6, 
и находим 


1 
=. 


Н! «А де УАГ*, 
или 


‚ т: 3 
Е И . (40) 
$ 13. Переходим теиерь к оценке части интеграла Н,, оставшейся 


после выделения Н,. Эту часть мы обозначим через Ну, а совокуп- 
ность соответствующих значений х— через Е”’. Имеем согласно лемме 4 
1 


| - (г, 9) =1, (= 3, О (41) 


0х ра РИ 
102 ру Ч 3 * 


где 
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К П’’ будут принадлежать вее значения 2, которые согласно (39) мо- 


УТ быть представлены в виде 


о ий 
5 08 р, = Е, (7, 91) =1, 91 `1› 0, | 
у 911 
причем 
1 р \ 
и” г ну 
ЕР, бей , а 


1 
Поспользовавишеь равенством (44), мы можем каждое значение 5 из /7”' 


представить в виде 


20 00, 
105 ро ГР г0) = 
2109 ры = 2100 ра ВР, 
2 0 р; 949: 99151 9917 
мати 
тг (7191 -Е 1) 05 р 
о. (12) 
И 141 т Ч 
где 2 по абеогиотной величине не превосходит иекоторое постоянное, 
а '8.'--1. Заметим, что так как 
1 
< У, 
91 
то 
1 1 
: р Е“ ] - 9 
о › Г. < ей , 
откуда 
1 
г та - 
>> са 
и г: ) 
кроме того имеем 
17 (941) 
Поэтому из. (42) получаем 
Е т. | 03К р 
508 Ра ЕЕ в бб) 5 и № 
95 9 
где 
1 1 1 
п. т Е маю а. 
о Р 4. 2е“ . 2 6 


\№ы можем портому оценить 9, для значений 5 из Я” при помощи 
леммы 1: Находим 


1 
3 — 613 
<. ь 
0 омощью этой оценки получаем 
1 
и. 
И < р Ае-“ :0 | 91 | 53 А ав. 
(Е’*) 


Рассуждая теперь так сме, как и выше при оценке Н! ($ 6), мы окон- 
чательно находим 


”’ 1—1 
1 «А ес 


Из последнего соотношения и из (40) получаем 


1 
—— в 


а 4 (43) 
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Интеграл Н, и величину В мы можем оценить так же, как это изложено 
в $8 и 9. Воспользовавшись найденными таким образом оценками 
и (43), мы находим из (38) 

вю 


3 


Лк -—-Йк < АГ "4 : (44) 


$ 14. Займемся теперь вычислением интеграла Нм. С этой целью 


1 
14 


мы разобьем сумму 5, ().=1,...,1) на еа' частичных сумм вида 


5. — >. е (2) 105 р), 
\ <т,< И, 
где 
1 
Ни 
0 - И’, —И = Ае-® 
Имеем 


р, | 


и для значений 2, удовлетворяющих условию 0 = 2 < 6, находим 


е (2п. 109 р») =е (2И7 105 р) + О [бр ы 


Но для числа простых чисел х,, заключенных в пределах от И 
до И/,, как известно, имеем 


1 
у=к (И) (И)= У аз + 0 а 
\ <х< У”, 


Поэтому 


буди =е (210 р) У 


\’ <х<", 


1 
5 —814 


1 
г Е. И 


105 т 
или 


1 1 
Хе (2105р) ( = а 
19). и’ = В [ГизАе об —- Ае-“ > 
: ры 105 2 
У<х< У’, 
Суммируя эту формулу для всех значений И’, находим 


г 1 
ое р. 


Я&=Ь+0 (2 в4е-о" 2. °де-в* 


или 
сброе Вл, ) (45) 
где ' 
е (22 105 р) 
р р 105 2 ; 
2<х<А 


Нетрудно проверить при помощи неравенства Абеля и леммы 6, что 
1 
Е при О<2< 
И й (+6) 
— при — <2=<6. 
за а 


4 Известия АН, Серия математическая, № 5—6 
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Воспользовавшись значением (45) для 5), мы находим 


й 


Ну=рД О, ... 1е(—24)4 +0 (0), (47) 
0 
где 
с кая 
= р 1012- де“ 42 < 
0 
в 
ЗВ ЛЕ 
а : А в РЕ 
«ААе ® а +) ыы 4: ) 
А 
Зо АГ? АГ? 
«Ад Ра Е 
или 
рая 
Е« А 1-0. (48) 
Обозначим 
© = > 2 (22100 = 2 ..,Й. 
2<х<А 
Тогда 
1 | е (52102 Р)) | 
ее = М Ь 
| ва | >. 105 т |+ 
2<х<—- 
а 
4 | % 1 
па с (за 1ов р»). + №2 о а ) е(а1ов р) 
<<“ А чиса 
или 
В—10 < т ть —__ 
откуда находим 
вл ее 
о (49) 
Кроме того без труда находим 
о, «< ай, 


где 2 определено равенствами (46). Подставляя значение (49) 1, в (47), 
находим 
оо 
= \ 19... Че (—зА) + О (Г), (50) 
0 
где 


ВЕР ее < 
0 


А10ба АГ в 


<) 
И Г 
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или, если воспользоваться соотношением (48), 


АГ 0 а 
[: «А г. 
1+1 
а 
Но выражение (50) для Нм отличается от значения Нм, введенного 
Зе» 1 
при` доказательстве теоремы 2, лишь множителем г Поэтому, восполь- 


зовавшись соотношением (36), находим 


А А’ 1А, 1ора 
м (1 — 1) 1105 р. . 108 ра! —_ ( аГ1 ). 


Подставив это значение в 4, мы окончательно находим 


в: АТА АГА, 10ва 
р пе и - ). 


Таким образом теорема 3 доказана. 


$ 15. Переходим к доказательству теоремы 4. Заметим, что [м равно 
числу целых точек в области 


ур Ле 20, у > 0, 


если считать лишь те целые точки, абсциссы которых равны простым 
числам. ‚Это область ограничена осями координат и прямыми 


А В 
ее 
В 
УР, 
где 
105 № 105 № 
А Еее = В Пе 51 
108 р: 108 р» ©? 
Положив поэтому 
А В 
я а 108 Рз АР 
Чо = В р, 
найдем 
Тм = Ху 9:1 ==>. НЫ: — Уи-+ > уз}, 
р<А р<А РА р<. А Р<А р<А 


где [и { означают соответственно целую часть и дробную часть 
числа Ё. 
Из последнего равенства находим 


у = Уи) — Уи. (52) 
р<А р<А 


Первую из этих сумм мы вычисляем непосредственно и находим 


% _ Аж (А) 
© и—®) Те 
р</ 


Для вычисления второй из сумм правой части (52) заметим, что 


(53) 


А р А 
о. 
2 
{у} — {9} = А 


нео Ая вели {7 Ки 


1* 
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Поэтому, положив 
В Юр: т 6. 
= = — #90) = 
Я С 
мы найдем по лемме 2 


Уи — Ш = 


р<А 


А А а нь 
= ( (1х) = (4+0) +(—1+0(8))( даре = (4+0), 
где 
и 
ай деиа» 5 ДЕТ роевь (54) 
Отсюда мы получаем 
Уи} — (и) =0(Е-4А?=(А)). (55) 
р<А 
Полагая 
На | 
ес Я т 
мы находим при помощи леммы 4 
1 
а» га" р а 
Поэтому из (54) выводим 
Г< Ае-а* кв. 
и из (55) получаем 
1 
3—6 
Хи} — (9, =0 (4е- ЧА к(А)). (56) 


р<А 
Подставляя значения (53) и (56) в (52), мы находим 


а 
о 


|. т +0(4е-=° += (4). 
Воспользовавшись известной асимптотической формулой для числа х (А) 
простых чисел, не превосходящих А, и подставляя сюда значения (8) 
и (51) для А и А, мы получаем формулу (9). Таким образом теорема 4 
доказана. 


Математический институт им. В. Л. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 31. УШ. 1939. 
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В. ЗЕСАГ. ОМ 1МТЕСЕВ$ ОЕ ЗТАХОАВО ЕОВМ 0Е А УЕРТМТЕ ТУРЕ 


БОММАВУ 


\УУе зау аь а зе о{ ицебегз 15 ргодисе Бу а зузйет оЁ ргиоез 
Ра, Рз›....Р, И 4Ве зе сомаштз а ицерегз ЧЪе з4апдаг@ !огт оЁ 
УТсв сопфатз оп1у Ве глуеп ргипез ру, ро,..., ри. 1 ап еагНег рарег (') 
\е сопз14егеЯ зе{фз о{ и\ерегз ргодисе4 Ъу а зуз4ешт о! &\о ргипез апа 
оБфа1те 1Ве ЁоПо\ае 

ТНЕОВЕМ 1. Ге р, апа р» Бе то а егепё рттез, № > 0, апа 1ег 
]м Фе !е питфег о} зошиоп$ о} фе едиаиоп 

№ =ар р, 


фИеге х, у аге атерегз апа 4 запзНез йе соп4итоп 


105 102 105 № 
‘<а=<еА л— 08 108 05 М 
ТА от 


Тйеп фе разе ше азутрюийса роттша 


_ 108 М 1оз 1ов 108 № 105 № 
105 р: 107 Рь 10° 108 № +0 = 108 10 102 № 


= 
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геза (2) 11 \Ъе Феогу о! {гапзсеп4епа] патЪег 4че 10 А. СеШопа, апа 
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№М=ар р... р", 
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1 


——Е 
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Треп фе разе а1е азутрюиса роттща 
2 (106 №) ТА 
1) 1105 р.... 10° р; 


1 
т 
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Тье рго ет Ъесошез шасВ шоге сошрИса{е4, И \е сопз14ег зеёз ог 
Иибеоегз ргодисе4 Ъу'а глуеп зузет о{Ё ргипез %ИВ Ще ааалопа] 
сопайлоп \Ъаф \Ъе ехропейёз а,,2.,...,04 гап оуег ицесегз зайзГушя 
зоте сопаЙлопз. Неге ме сопз1Чег зеёз о! ицесегз \ИВ Фе а44Итопа? 
сопаИ1оп аб 4№е ехропешёз гай оуег ргипез, 1. е., \е сопз14ег фе 
потЪегз о{ 4Ъе Гогт 

п= рр... р, 
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\Теге р, р.,...,Ги аге элуен ргипез ап@ м, п.,...,т, гип оуег ргипез. 
Ву изе о{ \Те пем езиташопз (*) оЁ ео зитз туо]уте 
ргипез ие 10 Т. Ушосгаом ап@ о! Фе тепНопе@ гезаИ ие №0 


А. СеШоп@ ме ргоуе Фе {оПо\уте 
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Уу,т 4епоёе 1е питфег 0} зо 10п$ о} те едиайоп 


№ = арт ре"... ры, 
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0 КРАТНОЙ ОТДЕЛИМОСТИ ДЛЯ (4)-ОПЕРАЦИИ 


(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В разделе ТГ устанавливаются первая и вторая теоремы о кратной 
отделимости по отношению к (А)-операции для некоторых систем мно- 
жеств весьма общей природы. В разделе И устанавливается соответ- 
ствующая теорема неотделимости для некоторых систем . множеств, 
лежащих в бэровском пространстве. 


Введение 


Как известно, для А-множеств имеют место первая и вторая теоремы 
отделимости [(1), гл. ПП: 

ТЕОРЕМА 1. Два А-множества без общих точек отделимы В-мно- 
экествами. 

ТЕОРЕМА 2. Если у двух А-множеств удалить их общую часть, 
то остатки отделимы С А-множествами. 

Обе эти теоремы установлены Н. Н. Лузиным и были неоднократно 
обобщены. В первую очередь здесь следует упомянуть работы П. С. Но- 
викова (> 3, 4, 5, 6,7), который впервые ввел понятие кратной отделимости 
и установил ряд случаев, в которых она имеет место. Впоследствии ряд 
теорем кратной отделимости был установлен Н. Н. Лузиным (3), 
В. К. Серпинским (), С. Ружевичем (1), 3. И. Козловой (") и 
мной (1, 13). Теоремы о кратной отделимости имеют следующий вид. 

Рассматривается конечная или счетная система множеств 


ВЕ ОД (1) 


принадлежащих к некоторому классу К, и одна из теоретико-множе- 
ственных операций П (в конечном или счетном числе), Пт или Па, 
и доказываются утверждения следующего типа: я 

если результат состветствующей операции над множествами си- 
стемы (1) пуст, то эти множества моэкно заключить в некоторые 
множества максимального тела класса К, так что результат той же 
операции над ними будет. пуст (теорема 1); 

в случае если результат операции над множествами системы (1) 
не пуст, то, удалив его из каэюдого из миожеств системы (1), получим 
такие множества, которые могут быть заключены в множества допол- 
нительного класса СК так, что результат той оже операции над этими 
последними будет пуст (теорема 2). 
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В большинстве цитированных работ классом К является совокупность 
А-множеств или совокупность элементов класса х. 

С другой стороны, П. С. Новиков показал (7), что аналогичные 
теоремы имеют место в семействе проективных множеств второго класса 
(где за класс К следует взять классе СА,-множеств), а также в некото- 
рых системах множеств, инвариантных по отношению к (А)-операции, 
например в системе С множеств класса я (56). Мы напомним некоторые 
определения, принадлежащие Н. Н. Лузину, несколько обобщая их. 

Пусть В есть множество всех рациональных чисел интервала [0, 1], 
упорядоченных по величине. Пусть Х есть произвольное абстрактное 
множество. Рассмотрим множество Х х В. Подмножества этого множе- 
ства мы будем называть решетами. Пусть ‘л. есть элемент мно- 
жества Х (далее мы будем говорить также — точка множества Х) 
и С некоторое решето. Через Р.„, мы обозначим множество всех точек 
вида (5,7). Будем считать, что Р;., также упорядочено по величине 
чисел г, и что решето С определяет множество Е (ЕС Х); если Е есть 
совокупность всех таких точек х,, для которых Р;,.С не вполне 
упорядочено в направлении возрастания чисел г. 

Если С.Е, то мы будем говорить, что индекс решета С в точке хь 


равен 9, 
19. С=9. 


Если же 2, С СЁ, то Р.,-С вполне упорядочено в направлении возра- 
стания г. Пусть 8 есть порядковый тип множества Р». : С. Будем назы- 
вать число 8 индексом решета С в точке ху, 

ра. С-В: 


Множество С распадается на счетное число частей, для каждой из но- 
торых г= сопзё. Эти части мы будем называть элементами решета. 
Иногда мы будем также называть элементами решета проекции этих 
частей на Х. Все определения, относящиеся к решету, в точности 
повторяют то, что давно известно для эвклидова или бэровского про- 
странства [(*), гл. ПП. 

Напомним некоторые определения и результаты П. С. Новикова, 
также несколько их обобщая; они понадобятся нам в дальнейшем. 

Если е;, и е, суть два упорядоченных множества, то мы скажем, 
что е, отражается подобно на е,, если е, имеет часть, подобную 
множеству е,. 

Пусть М есть некоторое тело * множеств, принадлежащих некото- 
рому исходному абстрактному множеству Х. Обозначим через А (М) 
класс множеств, получаемых в результате применения (А)-операции 
к множествам тела М. Обозначим через В(М) максимальное тело, 
содержащееся в системе А (М). Легко видеть, что В(М) есть совокуп- 
ность всех множеств системы А(М), дополнения к которым (относи- 


* Под телом мы понимаем систему множеств, инвариантную по отношению 
к операциям: конечная сумма, конечное пересечение и дополнение [(1*), гл. У]; мы 
рассматриваем лишь тела, содержащие множество Х. 


О. КРАТНОЙ ОТДЕЛИМОСТИ ДЛЯ А-ОПЕРАЦИИ 541 


тельно Х) входят в А(М). Дополнительную систему к А (М) мы обозна 
чим через СА (М). 

Совершенно так же, как в случае плоскости, можно показать, что 
(А)-операция всегда эквивалентна некоторому решоту с теми же эле 
ментами (в смысле проекций на Х) и наоборот. 

Пусть теперь К есть некоторое кольцо * подмножеств множества Х 
и М максимальное тело, заключенное в кольце К. (В частности, К может 
совпадать с М.) Озновной результат П. С. Новикова, относящийся 
К системе такого типа, состоит в следующем **: 

Принцип отражения (>). Мусть Си С, 0ва решета, причем 
все элементы решета Су входят в М, а все элементы решета С, входят 
в К. Тогда мноэеество точек т, для которых Р;. Су’ отражается 
подобно на Ру: С, входит в класс А(К). 

Решето С называется прав ильным, оели из того, что Р,. С 
не вполне упорядочено, следует, что В отражаетея подобносиа ВР, .(. 
п. С. Новиков показал, что для всякого решета можно построить 
эквивалентное ему (т. е. определяющее то же самое миожество) прё- 
вильное решето, причем совокупность его элементов, как подмножеств 
множества Х, совпадает с той же совокупностью для прежиего решетв, 
Поэтому из принципа отражения следуст утверждение: 

Если С; и С. суть правильные решета и элементы решета С, входят 
в М, а решета С, в К, то мпожество тех точек х, где выполисно 
неравенство 

ла. С. = №4: С», 


входит в класе А (К). 

Рассматривая случай, когда К=-М, П. С. Новиков получил сле 
дующие теоремы: 

Первая теорема отдели мости. Два непересскающихся мио 
окества класса А(М) всегда отделимы млозжествами класса В (М). 

Вторая теорема отделимости. Если 9 068] мМномееетв 
класса А(М) удалить их общую часть, остатки отделимы иножеет 
вами класса В(М). 

П. С. Новиковым доказаны также две аналогичные теоремы лая 
случая счетного пересечения и кратной отделимости. 


ТГ. Теоремы отдели мости 


В настоящей работе мы имеем в виду, опираясь на приииип’ отра- 
жения, доказать две теоремы для случая (А)-операции, аналогичные 
цитированным выше. 


* Кольцом называется система множеств, инвариантная к конечиым суммам 
и пересечениям [{14), гл. У]. 

** Первоначально принцип отражения был получен П. С. Повивовым в 1926 1 
для случая `(В)-решет. Опубликован он был смицшь позднее (1). Видоизмененное 
доказательство его (с некоторыми погрешиостями) изложено в иниге ПИ. И узина 


[@), гл. ИТ]. 
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Мы будем обозначать 
-. 
А({Еь,. и) == ь Г Ел... 
у. П 


и1П2...1п 
ТЕОРЕМА Г. Если {Етп,..п} сть система множеств класса А (М) п 
А (Ета... нь} = 0, 
то существует система множеств {Нилп»..т,} Класса В (М) такая, что 
А (НН) == 
И 
Нора 
каковы бы ни были числа К, пу, По, ...- Пр. 
ТЕОРЁМА П. Для всякой системы мномсеств {Езп»...пь} класса А (М) 
существует система множеств {Ни„..т Класса СА(М) такая, что 


А С т, © 
и 
ы 
Ниаз:тр 55) Или вь 7, ‚А блины) 
каковы бы ни были числа Ё, пу, пь,... Пк. 


Мы начнем с доказательства теоремы И. 

Пусть {В..»,...„(2)} есть система трансфинитных функций, зануме- 
рованных целочисленными кортежами и не превосходящих ®@. Аргу- 
мент х есть попрежнему элемент ‘множества Х. Через Езт...„, мы 0бо- 
значим множество всех тех точек х, в которых 

Влать.. пк (2) =9. 
Через Отиты ту обозначим множество тех точек х. где 
Вл (2) = Занты...т; (2) 
и рассмотрим совокупность всех множеств { та. у которых либо 
верхний кортеж есть продолжение нижнего, либо нижний продолжение 
верхнего. (Если у двух кортежей один есть продолжение другого, то 
мы будем говорить, что они сравнимы.) 
Теперь для всякого кортежа 
аа 
определим систему множеств 


та тз. нА 
{М пить. } 


..т; 
у 
следующим образом: сели кортежи тт, ть. а т; и 7, По ИЕ сравнимы 
между собой, то 
Е пп»... п п1Пэ... Я); 
тать. ли; == тита...ту: 


Во. всех остальных случаях 
71...71 
Мтлть. „ту = 0. 
Пусть 
О 
ео (2) 


ость некоторая последовательность целых чисел. Мы будем говорить, 
что множество 


ГГ 
ПАН... 1]. 


или фуикция Вы „,..., (2) принадлежит к последовательности (2). если 
его кортеж есть сегмент этой последовательности. Если в точке т 


О 
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| ы р 
функция Вилпа..., (2), принадлежащая к (2), имеет значение, не пре- 
восходящее значений в той же точке любой другой функции системы 
{Зли....п,(2)}, принадлежащей к (2), то мы будем говорить, что в точке 2 
Впапз..., (Х) реализует минимум для (2). Если ни для одной последова- 
тельности вида (2) функция Выата...п, (2) не реализует минимума в точке ху, 
то мы скажем, что функция В„„,.„,(т) в точке 2. никогда не реализует 
минимума. 
Множество точек, в которых 3,,„,.„,(2) никогда не реализует мини- 
мума, обозначим через 
Па йь . 
Далее, обозначим 
п1П>... НД 7 1172... п 
А ((Умть. ту} = у И У тат: ту» 
тать... тру. 
т. е. всегда будем предполагать, что (А)-операция берется по нижним 
индексам. 
ЛЕММА Г. Всегда имеем 


Вы С) 


Обозначения имеют тот же смысл, что выше. 
Доказательство. Докажем эквивалентное равенство 


СН, щь я А (Маты в 
В самом деле, из определения множеств Мл. следует, что если 
я Е пл), 
то найдется такая последовательность 


Иво воно (3) 
что 
если только нижний кортеж есть сегмент последовательности (3). 
Но это означает, что 
ЕС 0 
или что при всяком / 
Вата... пу (2) = Ват. пу(7Т), 
т.е. в точке х функция З.»,..»,(2) реализует минимум относительно (3), 
а так как Ннп...т, есть множество тех точек 1, в которых Вилия., пы (7) 
никогда не реализует минимум, то 
2С- СНнп.. 
и следовательно 


тэ. . 
А СЕ Бить т) 28 ОН ль. в . (4) 
Пусть теперь ХС. СИьь»,.... Это означает, что существует такая 
последовательность 
ПИ, И (5) 


п: : Ме 
сегментом которой является кортейк Пу, И, ... , Пк И для которой 21 ть»...пА (2) 
реализует минимум. Следовательно, при всяком ] имеем 


г. 


пп... (2). = Вилта...п) (2). 
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Но тогда при всяком ] 


2 Чит 
или 
2 С Мамь, п 
Следовательно 
ра А 
1 
Поэтому 


"лП> ... ел 
(Е А ({ Аи Е пи] - 
Таким образом 
112... П); 
ОИ. я п > АА и. р п)})- (6) 
Сопоставляя (4) и (6), убеждаемся в`том, что лемма доказана. 
ЛЕММА П. Всегда имеем 


А({Нтт, ... = }) =0. 
Доказательство. Предположим противное. Пусть 
С А((Ныиь, ... п, }}; 
тогда существует последовательность 
С АЕ (7) 
такая, что при всяком А 
ТС Нап»... ть. 
Так как Н»ьт,..„, @сть множество тех точек, в которых функция 
З1п›...т, ($) никогда не реализует минимума, то в частности в точке х 
функция З.п...» (7) не реализует минимума и для (7). 
Следовательно, для всякого К можно выбрать такое } (К), что 
С ТА 
Е с. (8) 


Для определенности мы будем всегда брать за ](К) наименьшее из 
чисел, имеющих это свойство. Обозначим теперь 


К =1, 
т == 7 (т), 


Выль... пк, (2) =" 
тогда из (8) получаем 


вс в) ов, в" > 


что невозможно. Полученное противоречие доказывает лемму. 
ЛЕММА ПГ. Всегда имеем 


По А ль ти 50% п; — А ((Епать а п })- 
Доказательство. Если 
С Вы ..: ПДУ 


Вата о п, (2) 0 
Е А((Енль... ль}, 


то для всякой последовательности 


*; 9; 


то 


Если кроме того 


п оо ПО ое 
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найдется такое |], что 
х аг Рот ... пу 5 


ато ... п; (2) = о. 


Но это означает, что в точке х функция В», ....(2) никогда не реа- 
лизует минимума, т. е. 

а о оао 
Этим лемма доказана. 

Доказательство теоремы 11. Рассмотрим систему множеств 
{Етт» ...т}, ВхОДЯящих в класс А (М). Обозначим через Сь,...,, пра- 
вильное решето, составленное из множеств тела М и определяющее 
множество Вип, ...п,. Положим 


Вллт»`... т (2) = 19; ни т 
Тогда, согласно принципу отражения, все множества От» `.* т, входят 
тай... ПЕ 


в класс А(М). Поэтому все Мтт» ...т, также входят в А (М). (Пустое 
множество входит всегда в М.) Следовательно множества А (Мл. т;}) 
входят также в А(М), так как Е. А. Селивановским (16) было дока- 
зано, что класс А(А(М)) совпадает с классом А(М), если только 
класс М инвар\антен относительно конечных пересечений. 

Таким образом на основании леммы [| все множества Нип, ... в, вхо- 
дят в класс СА(М). Далее, согласно лемме П 

А ({Нтлть ... т }) =0 
и. согласно лемме ПП 
И. ... И Я т. зоо —А ре и пы!) 


Таким образом система множеств {Ни»,...} имеет все свойства, кото- 


рые требуются в нашей теореме. Тем самым теорема доказана. 
Доказательство теоремы Г. Теперь рассмотрим случай, когда 


Нин, 


причем все множества Е»п,....к попрежнему входят в класс А (М). 
Тогда на основании второй теорзмы отдэлимости, приведенной выше, 
найдутся множества И. „....», системы СА (М) такие, что 


Г ть ... ПК Е) ть ..: п (9) 


В силу (9) имеем 
Етлта ... Пи“ СУ’ ить о 1 —0, 


причем оба сомножителя входят в класс А (14), но тогда согласно пер- 
вой теореме П. С. Новикова (8), цитированной выше, найдется некото- 
рое множество Ним. ...,,, входящее в В (М), такое, что 

Нзута 23 ПА а Ели о 


\ 
Нзлла ТА СИ’ п", ЕЕ С. 
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Следоважельно 
И ль ‘ИК 2-7 Ни: «. НА Е Еллта `В * 


В силу (10) А(Ньь,..щ)=0. Теорема доказана *. 

Кели И совпадает с телом В-мнояхетв боровекого пространства, то 
из доказанных двух теорем мы получим два новых предложения, отно- 
сящихеся к теории А-множеств. 

Кели же М минимальное тело, построенное на С-множествах клас- 
сов < а, то мы получим два новых предложения, относящихся к. тео- 
рии С-множеств класса эх. 

Обе доказанные нами теоремы без труда обобщаются. 

Пусть А есть класс подмножеств множества Х и Г классе трансфи- 
нитных функций, принимающих значения — 9, определенных на эле- 
ментах множества Х. Мы предцоложим, что классы Ки Г имеют еле- 
цующие свойства: 

\° классе А совпадает е А(К), 


`^ классе А совпадает е классом множеств, предетавимых в виде 


Е 13 (2) = 9], 


где Е [| есть известный символ Лебега, а В(%) входит в Г, 
все множества вида 


р 
Хх 


ЕТ (2) = 8 (2) 


входят в классе А(К), если 3 (5) и 1(<) входят в Г, 
‚4 класе А содержит пустое множество. 
Тогда справедлива 
ТЕОРЕМА ИП’. Кахова бы ни была система мноэкеств {Евь, т 
класса К, существует система множеств {Нт",...т} класса СК та- 
ках, что 
А (Наль, ``. пк }) =0 


[К 


Нав `` мл —) бал И ^ — А (Ель, ых н}), 


каковы бы ни были числа К, п, п, ..., п. 

Доказательство в точности то ме, что и для теоремы П. Вместо 
функций Тм... (т), определенных выше, следует взять функции, 
удовлетворяющие 2°; вместо теоремы Селивановекого — опираться на 15, 
вместо принцииа отражения — на 3°. 

Пусть Г, есть максимальное тело класса `А. Тогда если классе К 
имеет еще свойство: 

5° два непересекающихея множества класса К веегда отделимы мно- 
жествами максимального тела [,—то верна и 


* Это рассуждение есть в сущности применение теоремы 1У\, доказанной 3. И. 
Козловой в работе (и), 
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ТЕОРЕМА Г. Если {Ери, „пь} есть система множеств иласса К и 
д (Ри, м ть} ) = (), 


то существует система множетя {И и,, п,} Маисимального тела [, 
такая, что 


А (плиз т т) == () 


и 


Я: ггг ТК _ Язи 7’ ИИ 


каковы бы ни были числа К, п, п», ,,,, Пу, 
Доказательство то же, что и дли теоремы |, причем следует оци- 
’раться на теорему П’ и 55°, * 

’Эти обобщенные теоремы приложимы, в часлиости, и провитивиим 
множествам второго классов, если в8 илзсе К ваить илвсе ОЛ,-щно 
жеств, а за класс Г классе минимальных индеисов, определенный 
П. С. Новиковым (ш4юе штиит) (7), В этой работе им услвиовленя 
справедливость пи, 2°, № и 55; п, 4° очевиден, Пунит 15 услвиовлен 
Ливенсоном и Изиторовичем ("), 


П. Теорема неотделимости 


Теперь мы поставим перед собой задачу о пыделении илаесв слу 
чаев, в которых отделимость не имеет места, Нвиболее зивчилельным 
из результатов такого типа являетея услввовленное П, С, Новииовым 
[(5) или (*), гл. ИП] существовзиие двух непересвивющихей С Л-мио- 
жеств, не отделимых В-миожествами, Проше всего этот фвит момет 
быть получен при помощи второй теоремы отделимосли Н, Н, Лузиив, 
цитированной в начале статьи, Мы покзжем, что, опираясь ив доивавиную 
нами выше теорему П, можно уствиовить, что в сислемех СЛ(М) или 
СК, аналогичных описанным ранее, в достаточио широиом классе слу- 
чаев отделимость не имеет места, Заметим одивио, что дли доивзатель- 
ства этого приходитея расематривать ие произвольные сисблемы мно- 
жеств, подчиненные лишь самым общим теоретиио-мнотеслиениим 
условиям, а системы множеств. лежащих в боровсиом прослраислие, 
Требования, налагаемые на простраиство, вероятио могул быть ослаблены, 
но тот метод, которым мы будем пользоваться, ие применим для слу- 
чая множеств, лишенных какой-либо топологии, 

Теперь мы перейдем и описанию тех сислем миожесль, длв иоторих 
будет доказаиа теорема неотделимости, 

Пусть И есть некоторый класс миотеели, лещоших в боровбном 
пространстве /; СИ — класс дополнительных множеств, 

Пусть / есть неноторое пространство, гомеоморфиое боровскому, Мы 
будем рассматривать некоторое фиксировзиное гомеоморфиое отобра- 
жение / на / и будем считать, что образы множеств класса [/, доблав- 
ленные этим преобразованием, также входит в класе И, Публь У ель 
совокупность всех множеств, которые входят в И вместе © своими 
дополиенийми. Ясно, что образы расемотрениого типа миожеств, вхо- 
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дящих в класс И, сами входят в класс У. Пусть /х и /,— два экзем- 
пляра бэровского пространства (элементы первого мы будем обозначать 
буквой т, а элементы второго буквой у). Обозначим 


УЗИ = 


Как известно, /х„ в свою очередь гомеоморфно бэровскому простран- 
ству. Таким образом как только выбрано некоторое гомеоморфное ото- 
бражение /х,=1, в пространстве Г, определены множества классов 
(И и У. Обозначим 

Вы 


Мы будем говорить, что множество Е (Е -</;.у) универсально для 
класса И-множеств бэровского пространства, если, каково бы ни былое, 
входящее в И, найдется такое т, что 


ВВ 


Аналогично система мноэкеств 


т ПРЕ 


будет называться счетно-универсальной для класса И, если, какова бы 
ни была последовательность множеств 


О ОЕ 


класса И, найдется такое х, что одновременно 
Рух» - Е. = 2, Же; Рхь - Е. = Же, ...; Е Е ов 


Мы будем говорить, что класс И содержит свое универсальное мно- 
эжество (или свое счетно-универсальное семейство), если множество Ё 
(или все множества Ё., Ё,,..., Е», ...) входятв 0. Точно так же мы 
скажем, что класс И ие содержит своего универсального множества, 
если при выбранном ранее гомеомерфном отсбражении не существует 
ни одного множества, лежащего в /.,, входящего в 0 и универсаль- 
ного для класса 0. 

Теперь мы подчиним класс К и его максимальное тело Г, множеств 
бэровского пространства следующим требованиям: 

а) класс К содержит свое счетно-универсальное семейство, 

Ь) класс Г, не содержит своего универсального множества, 

с) для класса К верна теорема Ш. 

Послэднее означает, что, какова бы ни была система множеств 
{Етт..т,} Клаеса К, существует система множеств С Васа 
СК такая, что 

В п>...Пк Е, Ез п... п. А Е, вк 


каковы бы ни были числа К, п,, п.,...,Пь и 


А (Ни, пз... ти} == 


Мы докажем следующую теорему, обобщающую известные теоремы 
о кратной неотделимости С А-множеств: 
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ТЕОРЕМА П1. Если класс К удовлетворяет условиям а), Ъ) ис), 


то существует система множеств {6тп,..,} класса СК, обладающая 
следующими свойствами: 


О . 
1° А ({@Отлть...пь}) = 0; 
2° для всякой системы множеств {Нип..."в} класса Г. такой, что 


о ее, 
каковы бы ни были числа Е, п, п»,..., пь, имеем 


А({ Нл» ны) ЗЕ 0. 


Доказательство. Пусть в классе СК существует счетная си- 
стема множеств 
91, Ч», в. Обь, АНА 


обладающая следующими свойствами: 
1° ПО» =0; 
п 


2° какова бы ни была система множеств Н,,Н,,...,Нь, ... класса Г, 
таких, что 
НЕ, Е. 
имеем 
Зи == 0} 
п 


Тогда в классе СК найдется и система {@„.п....„,}, УДовлетворяющая 
условиям теоремы. В самом деле, достаточно положить 


Фик ти = Ол, 1. 2, Э, а 


Ввиду этого мы будем строить пример кратной неотделимости для 
пересечения. Пусть 
О... зб: 
есть счетно-универсальная для класса К система. множеств этого класса, 
которая существует в силу условия а). 
Так как в классе К верна теорема 1, то найдется система мно- 
жеств 


В ЗИ (11) 
класса СК такая, что 
0, 20,— ПО», и (12) 
и 
ПО» =0. 


Мы покажем, что система множеств"(11) имеет указанное выше свойство. 
Этим теорема будет доказана. Предположим противное. Пусть 
ЕО меры ара 
ПИ =50 


и все множества Н,, Н», ...,Нь,... входят в класс [.. В таком слу- 


чае Н, есть универсальное множество для класса Г. В самом деле, 
пусть е есть некоторое множество класса Г, расположенное в 1). 


Тогда Се также входит в класс Г.. [, всегда входит в класс Г. Так_как 
ОО: Ом »..: 
|4 
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Е = Ум 


есть счетно-универсальная система, то найдется такое х,, что 
И ЕЯ 
В, ва. 


Ясно, что 
Ра ПО (ес се). 


Поэтому при всяком п имеем 


Ро - И.С О,; 
следовательно 
%х С 9, п>2 (13) 
и 
м сесто) асе О (14) 
С другой стороны, 
ИО» = 0, 
поэтому 
В ПОР 9-20. (15) 
В силу (13) 
РО Пао 
Но тогда из (14) и (15) 
О Я (16) 


Таким же образом из соотношений 
ПО и 0х Е рок 
у 


заключаем, что 
р, 


хо 


Ня А о 
и 
Ро - Ну=я, Же; Рхь . Нь = Хх Се. 


Так как е было произвольным множеством класса /,, то первое 
из этих равенств показывает, что Н, универсально для класса Г,. Это 
противоречит условию Ъ), так как Н, входит в классе Г. Теорема дока- 
зана. 

Легко видеть, что условиям этой теоремы, т. е. условиям, нало- 
женным на классе СК, удовлетворяют следующие семейства множесть: 

1) класс С А-множеств, 

2) класс дополнений к С-множествам класса %, 

3) класс А,-множеств. 

В самом деле, выполнимость условия а) установлена в (1) для А 
и СА,-множеств и в (18) для С-множеств класса я. Выполнимость усло- 
вия р) для всех трех случаев изложена в дополиении Серпинского к (*). 
Выполнимость условия ©) изложена соответственно в [('), гл. ПП] для 
А-множеств, в (5) для С-множеств класса х ив (7) для СА.-множесть. 


Математический институт им. В. А. Стеклова „Поступило 
Академии Наук СССР. 16. УГ. 1939. 
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А. МАРОСХОЕЕ. УЕРАЙАВИЛТВ МОБТРЬЕ РООВ ТЕ 64$ 
РЕ Г`ОРЕВАТЮХ (4) 
ВИЗОМЕ 
‘бои М ии согрз Че зонзепзет]ез ии епзеш е аз гай Х. 06з16- 
поиз рае А(1/) 1а «аззе Че 1оих 1е; спзет $ чие Гоп реш ое 
аи шоусп 4е РорбгаМоп (4) А рагИг 4’епзеп ез Чи согрз М. Зои 
СА (М) Ла “аззе 4ез спзетЬ]с$ сотпр16теп(агез раг гаррог6 а Х аих 
сизет]ез 4е 1а с1аззе А (№). бой. В (М) Ла гбаплоп 4е 10из ]е5 епзет- 
Без Чит Гоп зппаНапётень раке 4е А (М) её 4е СА(М). Розопз 
А (Иная. ...т4}) = У, П Й' п»... п 
п1по... ПА... п 
Сс по[аНойз вап а4пз13е8, поиз ауопз 1ез Шёогетех зиуашвв: 
ТНЕОВЕМЕ 1. ЕапЕ 4оппб ип зуяето Фопзет 01$ ГЕпть...п ае №4 
‹1аз5е А(М) Ш дие 
А (Ели ... в) = 0. 


‚ } ; Г. 1 я р | 
Й сле юиГоитз ип зуяете ’епзет! 1$ Ни»... Че 644886 В(М} 


16 де 
1 АЕ ини, =0 
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@ 
И ... Пр и) тт ... НД 


роиг 4юиё сотёвве К,п.,п.,... ‚пк а’епиегз роб}. 

ТНЕОВЁМЕ И. Оше 4ие зой 1е зуяёете {Етп,..т} 9’епзет 4 ез 
4е с1аззе А(М) И еже ип зуябете 4’епзет 4 е$ {Нит.....,} Че с1а$5е 
СА(М) 1 дие 

А (Нить... пь}) =0 
61 р 
Нилонь О бань ить А Епиниты) 


роиг 0 сотеве К, па, Пь,...,пь Ф’епиег$ рози}з. 

Сез 1пеогётез оп Пеи еп рагИсаШег Чапз 1е саз 4ез епзет ]ез А 
её 4ез епзетЪ ]Мез С 4е с]аззе а. 

№ из аётопгопз 4’аШеигз, ди’ рецуепё &ге оёпёга11з6з ай саз 
Чез епзетЪ]ез ргодесЁз 4е Па с]аззе СА». 

№ №и$ сопз146гопз епсоге 1е саз ой Х езё [’езрасе 4е Ваше. | ех1зе 
а1огз Чапз сегбаттез сопалопз аззе2 ]агоез ип 4Беогёте 4е поп-зёрага- 
16 роиг 1ез зузбёшез {фип...т,} Ч’епзет ез 4е с]аззе СА(М). 
Се \№вогёше ез аррИсаЪ]е аи саз 4ез епзетЪ]ез А её 4ез епзет ]ез С 
Че с]аззе а. Мойз Ч6топ\гопз 4’аШеигз ди’ езё аррПсаБ]е зоиз ипе 
Гогте р1аз обибга]е аи саз 4ез епзетез СА,. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМПЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ РЕ 1/0 8$$ 
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И. И. ИБРАГИМОВ 
0 ПОЛНОТЕ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 
В работе устанавливается радиус полноты некоторых систем анали- 
тических функций. В частности доказывается, что система {="е”" } 


полна в круге радиуса, большего п 2, система {=” ва. а — действи- 
тельно, полна в круге |%|=|3]|, где ближайший к началу нуль 
со _ а 
функции У = =". Система {2"$(°” (ё)} полна в круге того 
п 
п=0 
радиуса, где $ (2) регулярна, если все +" (0) Е 0, п=0,1,2,'...,п,... 


Задача об установлении полноты системы аналитических функций, 
если ее решать с помощью ортогонализации данной системы функций 
по контуру или по площади, в общем случае не имеет решения вслед- 
ствие неэффективности условий полноты, которые при этом получаются. 
В настоящей работе мы рассматриваем некоторые частные случаи систем 
аналитических функций, не прибегая к их ортогонализации при реше- 
нии поставленной задачи. Такого рода исследования (не опирающиеся 
на ортогонализацию данной системы функций) могут быть проведены 
с помощью некоторых приемов, встречающихся в решении интерполя- 
ционных задач, как это например сделано А. О. Гельфондом в работе (). 

Во всех рассматриваемых ниже случаях оказывается возможным 
установить, что любая степень 2 в некотором круге может быть как 
угодно хорошо аппроксимирована с помощью линейной формы с посто- 
янными коэффициентами от функций нашей системы. Последнее же 
обстоятельство, так как система целых неотрицательных степеней полна 
в любой конечной области комплексной плоскости, является естествен- 
ным доказательством полноты нашей системы функций. 

Так как в данной ‘работе будут рассмотрены случаи полноты системы 
аналитических функций в круге конечного радиуса с центром в начале, 
то мы введем понятие радиуса полноты данной системы аналитических 
функций. 

Радиус максимального круга с центром в начале, внутри которого 
данная система’ будет полна, мы будем называть радиусом полноты 
данной системы аналитических функций. 

Выражаю сердечную благодарность моему учителю и руководителю 
А. О. Гельфонду за ценные указания при выполнении настоящей работы. 
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$1 
Существует прямая связь между проблемой полноты данной системы 
аналитических функций и задачей построения целой функции по си- 
стеме чисел, связанных с данной системой функций и с данной целой 
функцией, например между полнотой системы функций Е ое 


.. 21” ,... и проблемой единственности целой функции Р (2) первого 
порядка и конечного типа <, у которой заданы числа Е‘ (п), п=0, 
1,2, ... (2). Поэтому мы докажем прежде всего одну общую теорему, 


относящуюся к ссязи между этими задачами. Теорема эта позволит 
в ряде случаев установить верхнюю границу радиуса круга с цент- 
ром в начале, внутри которого данная система аналитических функций 
может быть полной. 

ТЕОРЕМА Г. Пусть каждая функцил последовательности 


и: (5), из (5). ето ‚ И» (2), на (1) 


регулярна внутри круга радиуса В с центром в начале координат. 
причем система функций (1) полна внутри этого же круга. Пусть 
Е (2) целая функция первого порядка типа с, где с < В, а функция }(з) 
ассоциирована с Е(2) по Борелю. Тогда функцию Е (2) можно предста- 
вить в виде ряда полиномов 


М 
Е (2) = У АьРь (2) + В» (2), (2) 


К =0 


где полиномы Р» (5) связаны только с системой функций (1) и пе зави- 
сят от функции Е (2); коэффициентами этого ряда будут числа 
1 : 
Ав ‚Рад ин (2) 3, ен (3) 


2 
6 
причем | Вм (=)| равномерно стремится к нулю при М№М-—>о в круге 
|2| р любого постоянного радиуса р. 
Для доказательства этой теоремы заметим, что функция е= для вся- 
ких конечных 2 и $ предотавляется рядом Тейлора 


(==) 


АА... + ЕВА (, 9, ( 


где | Вм (2,8 | <> для достаточно большого п, и |3|-`р, || В, при- 


чем г—сколь угодно малая положительная величина, зависящая только 
отри В. 

Кроме того очевидно, что любая положительная степень может быть 
эппроксимирована при помощи функций системы (1), так как эта 
система, по предположению, полна внутри круга || < В, иначе говоря, 
имеет место неравенство 


в Хы. (5) 
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2 


Умножая обе части неравенства (5) на -- и суммируя по №, найдем 
м =, и Ви 
Ех га с ее 
У е — Уи УВ, || о 
‘в=0 ®=0 п--0 
откуда на основании (4) имеем 
м 
| — У (9 ( -: (6) 
Е =0 
или 
РА 
ее = У ик (2) Ри (2) Вм (2, *), (6“) 


®=0 

где | Вм (2, 5)| <= внутри круга с центром в начале координат радиуса 
а а 

Известно, что между функциями Р (2) и ]}(2} существует следующее 
соотношение: 

Е) = ( ее (4, < В, < В, (1) 
[Е |-= Ва 

где функция /(2) регулярна вне круга || < с 

Подставляя в равенства (7) вместо е?Ё его выражение из равенства 
6’), находим 


1 
9: 


М 
Е(2) = Х р» (2) в 4+ 


[Е] Ва ^=0 


* 
+15 [ волен Ума Вы (9) (8) 
15 Ат к=0 
Е | Ра - . 
причем | Вх (2) | и | Вх (5, | одновременно равномерно стремятся к нулю 
при М—> оо. Это и доказывает нашу теорему. 
Следствие. Легко заметить, что равенство (8) можно написать 


в следующем виде: 
№ 


Е (2) = Пт У 4+ Р» (2). (8) 

о о 
Из равенства (8’) легко получить теорему единственности целых функций: 
Е(2)-=0, если только все числа А„=0, п=0,1,2,... Тип функции 
Е(2) есть во, << В, где В-— радиус полноты системы функций и, (2), 


ео > 


1 
Аы=ы | (2) и» (2) ат, "2% 
6 
82 
В настоящем параграфе мы докажем, что радиус полноты системы 
функций {27 е*"?}, | „|< 1, п=0, 1,2,... будет всегда не меньше 1п 2. 


Для доказательства этого утверждения необходимо дать оценку 
роста полиномов С» (2) при неограниченно возрастающем п. 
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Пусть имеем 
с. =\ ых \ ана... 4. (1) 


Путем последовательного интегрирования мы можем получить рекур- 
рентную формулу для С» (2): 
а? 


ЕС ("т Св (2) ие 


1! 
п-—1 п п 
-еет С и+ы 2) 
(п— 1)! "1 И т” 


Фиксируя |2!, т. е. полагая |2|=р, Е 


ыы |[С,| 
пе бе... + ОИЯИ 


ГС, | 1 ТЯ, 
а (3) 
[С | = АР. 
Составим следующую вспомогательную систему уравнений: 
о т: 1 -- тие НЫ в р | 
т. т р" 
‘Ув-1 = а з ОО ре ы (4) 
1 =1 р. 
Сравнивая системы уравнений (3) и (4), замечаем, что |С,|=< 1, 
О. К 
Возьмем функцию © (5), разложение которой имеет вид 
$ (2) =1 112-127... ЕТ"... (5) 


Умножая обе части равенства (5) на е: —1, найдем 
9 е—1)= ай...) СНи+.. ++...) = 
=а+ (+ а т, 
(ра. +)... (6) 


На основании системы уравнений (4) р (6) запишется так: 


$ (2) (= Х(+--5 а" = Ут" — а, 
®—0 п= 
откуда в 
©? 


ое (7) 


Из равенства (7) легко видеть, что имеет место следующая формула: 


А 1 
Пт И. <, (8) 


п-со 
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или, что то же самое, 


а М О+9л 
Уп = (15) ) (8*) 


где =—>0 при п, стремящемся к бесконечности. 
Но мы дадим более точную оценку величины 7„. Используя способ 
Коши разложения аналитической функции в ряд рациональных дробей, 


функцию 


1 
9—2 можно представить в следующем виде: 


Л Л 
ды р ь | 
2 =. = + (веер шп Е: —-9Ам ше: ) ? (9) 
откуда следует, что 
[®.®) 
Л 1 И 
= а п = у 1 
—== Ха", а, (тает 20 | Го 
п=0 
Далее, отсюда также следует, что 
ей. и 
п==0 &—=0 


Пользуясь соотношением (10), мы без труда получим оценку для 1и:. 


УХ 
— 


= ш2.р)^ а } 
о (12) 
К=0 
где 4 не зависит от ри п. 
Отсюда окончательно слэдует, что, при всяком ни 3, С» (2) удовлет- 


воряет неравенству 


м а о (13) 
где А не зависит от пи 5. 
ТЕОРЕМА П. Если все числа я, п=0,1,2,... находятся в единич- 


пом круге, |2| 0, о— произвольное конечное, | =:1, < ша, то Ффунк- 
, | ,› из } 


ция е? может быть представлена равномерио сходящимся рядом 


О" |. 1 
с Уве о . ава... Че. (1%) 
Чо“. сЯ— 


Следствием этой теоремы будет полнота системы функций {5 е“»-] 


в круге |ЕЁ| < ш2 


Действительно, дифференцируя ряд (14) К раз по 3, что возможно 
в силу сго равномерной сходимости, и полагая 5=0. получим 


со о 1-1 1 
хо, \ 15 
Е = о а \ кит \ Фь ео Ч, (15) 
п 6.) @)+1 @—1 


т. ©. что & при аюбом положительном К представляется равномерно 

сходящимея рядом функций {2"е”*} с постоянными коэффициентами. 

т следует полнота нашой системы, так как система степевеи 
ео 2 полпа в любой конечной области. 


еее 
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Для доказательства теоремы 1 предположим, что задано разло- 


кение 
2 я Е:—1 
Ф (2, ео ем ар... Зее \ ит \ ЩЕ, 
во 59 ан 
"ли 
М 
Фа == — Рь (2) пе -|-5м, (16°) 
Е=0 
где 
2 и 
Ва РА ы \ авар... 
60 бт ел 


ее 1 
Па ИЕР, (=, у = т2 
И | | 


Равномерная сходимость этого ряда при переменных с и&, | << 
< ш2, || <, где р— произвольное постоянное, есть непосредственное 
следствие неравенства (13), так как | „| < 1. 

Покажем, что при || «о, 2о<Шш2 функция Ф(5, &) совпадает 
с функцией е*. Для этой цели заметим, что имеет место следующее 


разложение: 
м 5—Ё№ 


[о 2 
ЕР = “у 7с | | 
Ре: К)! - Вм (5), (17) 


где 
| Вх (© |=, 11| 9х < 12, М> М (р, 3). 


Умножая обе части равенства {17) на С, (2), суммируя в пределах 
`от Е =О0 до К=М и пользуясь равенством (2). получаем 


м № ай № 
Фи ХСь в УНы-щ+ У Сы вх = 
т $==А В = 0 
к ‹ 
=У ные, =, (18) 
$50 


гле Вх (2, | и | Вх (| одновременно равномерно стремятся к нулю. 

Очевидно равенство (18) имеет место для всякого 5, лежащего 
н конечной области, если только ' = 0. Итак. мы получаем следующее 
представление для с* при ‘156. ' = В. тдео = 12, В — произвольное 
постоянное: 


7 = и 
6: — е30Е - ЕоблЕ \ ав -- 2е“* \ ан ае, +- 
ао 60 @а1 
Я Го 1 . 
| Пед | анаь а, -- (19) 
бо о а 
или 
со 
с = МР, (3) Ном: (19’) 


В-=0 


что и доказывает нашу теорему. 
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Пусть теперь Р(5) будет целой функцией первого порядка конечного 
типа 6, << ш2 и [(5) ассоцпированная с ней по Борелю. 


Ч а 
Умнойзая обе части равенства (19’) на 7 (). интегрируя вдоль 


замкнутого контура С окружности 2 =0, во `Ш2, содержащего 
все особенности (2) внутри себя, и наконец, пользуясь известными 
соотношениями 


а также равенством 


ДЕ 


97 


; | В НО. 1.9... 
С; 
получаем 


со 
И (В, (2). (20) 
п=0 
Итак, мы доказали следующую теорему: 


ТЕОРЕМА П*. Пусть ем и 2" целая функция порядка р 


п=0 


8 


типа зи о фупикция, ассоциированная с Е(1) по Борелю; 


п-=0 


пусть, далее, заданы связанные с Е(3) числа 


1 : Е 
Ан = Е (х.) = 27 \ еее 
С 
точки %„(п=0,1,2....) лежат внутри единичного круга; пусть, наконец, 


тип функции Е (5) есть в, 3 69 0:-т2. Тогда функция Е (3) пред- 


ставляется рлд0м Абеля 


ва = УР (а) Рь (3), 


я-=0 


равномерно сходящимея виутри круга (51, еде В — произвольно 


большое число. 
Следствие. Из этой теоремы легко получается теорема единствен- 


пости целых функций: А(5) - 0, если только все числа а) = 0 
И, 1 а пани. 


Е 


Мы установили: что радиус полноты системы функций {2767} при 
1 


условии 'х„ --1 не может быть меньше п 2. Но легко показать также, 


что будет существовать последовательность чисел {я„}, при которой 


т 
радиус полпоты системы функций {2”е“”} будет не больше -- 


(1—2 =0.78540 — 0.69326 = 0.09214. 
\ й и 


* В работе В. „Г. Гончарова (*) оценка для Р,„(:) менсе точна, а именно соот- 


2 = 


ветствующее разложение (20) должно сходиться при 2 < о. 
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я п : 
Положим а„=(—!)”, п=0, 1, 2,...; функция Ё(2) Е (2—1) 


Е - (п) 4)" = 
будет иметь, как легко убедиться, все числа А, = Е" [( —1) ] =0 и тип 
я 
ее будет РИ 
На основании теоремы |, если только допустить, что радиус пол- 
ноты системы функций (27е(-0”"2} больше -^ ‚ т.е. В > Е ‚ будем иметь 


4 


чпу (=-Ю=ве У АР» (2) ==0, 
#=0 


что невозможно. Значит, радиус полноты системы функций {2"е(-1”:} 


у Ц В < 
будет не больше 2. 13 дальнейшем мы увидим, что он равен ыы 


83 
В этом параграфе мы определим радиус полноты системы функций 
{27е*'^"2}, где а, О < я < 2*, любое действительное число. В этом случае 
а 
С этой целью, так же как в $1, необходимо дать оценку роста 


полиномов С»„(2) при неограниченном возрастании п, определяемых 
равенством 


м Г 1 
а \ ты \ с чавь а Оо (1) 
1 са а (т—1) 


Заметим, что путем последовательного интегрирования мы получаем 
рекуррентную формулу для С, (3): 


х = 3а(пв—?) м 
Со оС, бе 
еп 1) Я „ 
В (2) 


Дифференцируя по 2 обе части равенства (1), получаем 


мА и ит 
с, (а) = \ \ А | И 1 (3) 
614 е21а, иа(п-—1) 


сделаем следующие подстановки: 
Е нок бе 


тогда равенство (3) примет вид 


2-1; ЦН 1.5 
О. (2) — е14 61° Г 1 — р: (т —1) С та 
п о ЩЕ 1 -- @3% 1 —=6 С #25 
м 61° е9(пт— 1) 


Итак, мы получаем, что С„(2) удовлетворяет соотношению 


Сп (зу вЫ Сны (222). (4). 
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Теперь возьмем вспомогательную функцию 


© "1, 
ет о Сах. (5) 


п==0 


Дифференцируя по 2 это равенство, находим 


ОЕ пу, 
7: ©. № 8 (.(2)^. (6) 
п=0 
Подставляя значение С», (2) из (4) в (6), получаем 
Я (2, №) =] (ве, ^). (7) 


Итак, мы находим, что функция }(2, 7.) удовлетворяет функциональ- 
ному уравнению (7) или 
Г (2) = №/ (2е7®), (9) 
где’ ^ — произвольный параметр. 
Построим решение функционального уравнения (7). Функцию $(2) 
возьмем в следующем виде: 


со 


$ (2) = Хи". (8) 


п-=0 


Дифференцируя `по 2 соотношение (8), получаем 
Ф’ (а) = Уна. (8) 


На основании функционального уравнения (7’”) из равенств (8) и (8') 
находим 


со со 
ф' (2) = > а Се хх х =" РД (9) 
п=0 п=0 


Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 2 в равенстве (9), 
получаем 
Яна = аце". (10) 
Из равенства (10), полагая п=0, 1, 2, ..., имеем 

@1 = ^@%, 
а) ла =, 


а = аз^"е-@+ Е с О: а\те_ 2 


Подставляя найденные значения для а» в соотношение (8) и полагая 
аа =1, находим 


ф (7.2) = р В — (=). (11) 
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Очевидно функция $ (7.) удовлетворяет функциональному уравнению 
9" (2) = е=®). (13) 


Умножая равенства (5) на (1) и используя соотношение (2), 
находим 
_ "р е-э 


ем с О ри Е 
ооо № ^ | бе и ее р о: 


2—0 ` 
(п—1) (п?) . в(т—1). 02 в(п-й . 
С (=) —— 14. Е \ 5 Ще 
1 2 м 2 —. О 2 ==: 9 ее 
Е т] ] ЧО 2 (1-2) 
}7.=0 


2_ (Я 
=, (и) 
а (и) 


Допустим, что 1, — самый близкий к началу координат нуль функции 
Ф (^), $ (1) =0. Как известно, в этом случае мы можем утверждать, 
что имеет место соотношение 
Ки = 
НИ = Г. (15) 
0 

Следовательно, мы можем сформулировать предложение: 

ТЕОРЕМА ТУ. Радиус полиоты системы функций (те и: тв 


произвольно заданном а, где 9-х <= 2, равей 1. 


На основании теоремы [! $1, так как 


О Ут 1 
Ну, Сы =, 
И-хсо | № | 
система 1516": полна в круге 12 <} м ри 
ис {896 } круге '5, < 4. Докажем, что она не мишот 
быть полна в круге большего радиуса. 
Возьмем функцию 
я #-—-П. 
А 
“ (5) Е № с ы 5" ИИ 
ь дек 1! ; ( ) 


0 
Это будет функция первого порядка тина 2, , так как И 
у и 
зе. Кроме того, так как 


И, 
а й > и () — 19 -\ 

И : О" 

то 
и: (п—1) . 

} у ;. < ой - 94 4 

ее, сн (00) = 0, 
т. @е 


4 = в = (0) 
На основании теоремы 1 если только мы предиоложим, что система 


опре | р ыы Е, 
функций {5" } полна: в вру ве 
что 


| 
о › Мы получаем, 


№ 


Я и Ры(а) 0; 
.\ с 


н- 0 
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это показывает, что система не может быть полна в круге радиуса 


большего |1.|. Значит, радиус полноты системы функций {27е°“": 
будет |7. '. 
Полагая х==х, получаем пример, показывающий, что ‘). р 
В самом деле, очевидно в этом случае числа е!2" — оу 
а функция 
ЕН 
> 4 


[®.®) 
е . 
(1) = У = с 512-6050. 


Очевидно, самый близкий к началу координат нуль функции $ (2) = 


^ . 5 п . п 
=8112-- 0085 есть 0= — 12, т.е. Ао 


Взяв теперь „= е“” (п=0, 1, 2, ...) для функции её, на основа- 
нии теоремы П, будем иметь следующее представление: 


р р (2 2), (16) 
ве 
хо та и 
Ра) = ( \ ата, (17) 
та ю(т-1) 


Пусть Ё (5) целая функция первого порядка и конечного типа 
3,8 <|1 , п 7 (5) — функция, РН а Е с ней по Борелю. Умно- 


ъ\ 


‚кая обе ‘части равенства (16) на Ре ), интегрируя вдоль замкнутого 


контура С окружности |=, 3<9<|).|, содержащего все особен- 


ности 1(2) внутри себя, и Аве, используя известное соотношение 


а 


а Также равенство 


. 1 повете р/к ь 
4 — у (ее) = ыы . Пе} (=) а, 


получаем 


т 
Е (2) = \Е® (6) Рь (2). (18) 
п-=О 
Следовательно, мы можем формулировать следующее предложение: 
ТЕОРЕМА У. Пусть Ё(2) целая функция первого порядка типа 3 
и ](2) функция, ассоциированияя с Ё(=) по Борелю; пусть затем заданы 
связанные с Ё (3) числа 


Ав = Е (ет) — ре \ ее По о ол 
р 


аде С—замкпутый контур, содержащий виутри себя все особенности 
1 (2); тогда, если тип з функции Е (3) меньше 1, Функция Е (5) пред: 
ставляетия рчдом Абеля 


р (2) — < у (ет) р, (2), 
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равномерно сходящамся внутри круга |3| < В, где В— любое полоэжи- 
тельное число, которое может быть взято сколь угодно большим. 
Из этой теоремы легко можно получить теорему единственности 
и, 
целых функций: Ё (2) =0, если только все числа Е) (е1°т), п = 0,1,2,.., 
равны нулю и РЁ (5) < Аей\, |1! < |1. |, где }..— наименьший по модулю 


корень уравнения 
_п(п- |) т 


а 2 
$) = У "50. 
0 
$4 
Предположим, что @„ стремится к нулю при неограниченном воз- 
растании п, т. е. что |[ж'<8 при п=А, К-+1,..., где 6 — сколь 


угодно мало, причем К =А(5) зависит отб. Требуется определить ра- 
диус полноты системы функций {57"е°»?}, где предполагается 


м. А с Тр (1) 
Для этой цели нужно будет, так же, как в $1 и$2, оценить полиномы 
2 ы ка 1 
Со ао За 9 (2) 
50 @1 @};1 “1 5 
при неограниченном возрастании п. Очевидно, имеет место неравенство 
| 
РО = | уе \ 41, а, ...4ь) М», Е (3) 
[0] Да —1| 


где положено 
и; и 


М» = шах | (... \ а. Ч 


9; @—1 


(4) 
причем || <|2| < р. : 
Для определения М„ сделаем подстановку 


5—0, КГ КО... п 
тогда будем иметь 


1 


в 
М, = тах | в \ ал... @ы аи. (5) 
-й 


Очевидно, что при любом 6 можно’ подобрать Ё так, чтобы все числа 
би 


\ 


‚ п=К, К+1,..., были меньше единицы. Тогда, на основании фор- 
мулы (12) $ 1 будем иметь 


и 1 


ее 
| \ г \ ЧЕ ЧФь у... т 


ЧК бр @—1 


б 6 6 


1 (1-е) (®—№) ц 
<) (6) 


откуда, сопоставляя это неравенство с равенством (5), получим 


сп—А 1 (1+ =)(и— №) 
< (в) (7) 
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Неравенство (3) на основании (7) перепишется так: 


= В» уп-® (15). НТ 8) 
где 
Го 6 фи! 
ис, 
[40] [01| [9—1 


Очевидно, из неравенства (8) имеем 


я 1 1 А ( # 
а Е 

о ет 1 (1-+г)[1--— 
сы = "(я (9) 
В неравенстве (9) при п, стремящемся к бесконечности, 8 стремится 
к нулю и поэтому имеет место соотношение 


* з т я 
[ил Г! в |=). 
Таким образом, благодаря теореме 11, мы доказали следующую теорему: 

ТЕОРЕМА УГ. Если х„ стремится к нулю, то радиусе полноты 
гистемы функций {27 е°?} равен бесконечности. 

Перейдем теперь к определению радиуса полноты системы функций 
12" $09 (3)}, предполагая, что функция 5(2) регулярна внутри круга 
радиуса В с центром в начале координат; В — произвольная постоянная. 

Для этой цели заметим, что имеет место равенство 

1 $ (1) 1 1 $ (1) 
2 (0) =: 41=_—.. и 42, (10 
20 | | (10) 


1 ЗА 5 (35 
= 1 А = 


где |2| < ра, || =, 2 <, < В. 
Введем обозначение 
нч8,—.; (11) 
очевидно, функция 


1 , 
а Чи (12) 


регулярна внутри замкнутой области (2), ограниченной правой поло- 


: 3 
виной окружности круга и! = В и прямой Ви > —-„. Особая точка—1 


функции 9% лежит вие области (0). Значит, функция % регулярна 
внутри области (2); псэтому, как известно, ее можно аппроксимировать 
при помощи полинома, иначе говоря, в этом случае имеет место 


неравенство 


1 : р 
ее Р»(и)| < з, (13) 
где 
ба, 121 < ра, № 1 т 
0 
Пусть 121=0%. 03 <: 02. Возьмем В = ОЕ . Из соотношения (11) имеем 
“ Я . 1 — 6 
Аи 
=2-—— 
и 
откуда 
и и 
О == 0 } | 
‚$ = 1 03 тт ( ) 


в ИМвестия АИ, Серин математическая, № 9—6 
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и следовательно. полагая и=х--й/, получаем 
ре (28 9) = рз [(х +1)? У?|. 
или 


(2-я =) +4" Е а (14’) 


07 — р 


Окружность (14) или. что то же самое, (14') пересекает действительную 
ось в точках 


: ра 1 
Е ОАО 
- Ра + Вз 2 
д == ТИ 
ру — 23 р — р» 


Где 03 < < < В. Шоэтому мы можем утверждать, что окружность 
{| =р, при !3| < и 3, фиксированном с помощью отображения 
а" 

Пользуясь неравенством (13), мы можем переписать соотношение (10) 
В следующем виде: 


20 == \ Ри (+=) = 920 


+ ) о. те ей и - 41. (15) 


перейдет в окружность (14’), лежащую внутри области (2). 


причем 


где числа А,, К =0,1,2,..., постоянные, зависящие от области (1). 
Следовательно, заметив,” что 


па ва ВКО 
97 \ а ВЫ к на, 


= Ра 


равенству (15) мы можем придать следующий вид: 


у 


Ут | [Е Р- м) 4. (6) 
р 


На основании (13) легко заметить, что модуль интеграла в правой 
части последнего равенства есть величина сколь угодно малая. Обозна- 
чая этот интеграл через В» (2), окончательно будем иметь 


2 (0) = и. д^ $ (В (5). (17) 


где | В» (2)| равномерно стремится к нулю при неограниченном возра- 
\ - = 
‹тании п. Заменяя в формуле (17) ‹(2) на $) (-), мы получим такужко 
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[так как $9) (2) регулярна в.том же круге |2| < В], что 


в = „ 
Ф() (0)=\У К 2* ФР) (2) + Вл,р (2) (18) 
}—0 
ини 
ар 0® (0) — о Ар Е 3^ (№) (2-Е 22 В (=) , 
1 = р! о 5 п,р (2). (18 ) 


= 


Полагая $) (0) + 0, из равенства (18’) легко усматриваем. что любая 
положительная степень $ апироксимируется ири помощи системы функ- 
т й ` - и в ы 

ций {2” $® (2)}, если только |5! `В, где В — радиус круга С, внутри 
которого функция © (2) регулярна. Следовательно, мы можем высказать 
предложение: 

ТЕОРЕМА УП. Если фупкция $(2) регулярна внутри круга С 
радиуса В с центром в начале координат, то радиус полноты системы 
функций {2” $0 (2)} равен тому же числу В, если только функция 


$) (0) = 0, р=0,1,2,..., причем последняя является условием необхо- 
димым и достаточным. 
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1. ВВАбОТМОЕЕ. $0В ФОЕБО0Е$ ЗУЗТЁМЕ$ СОМРГЕТУ 
Е ЕОХСТО М5 АМАГУТЕООЕ$ 
ВЕЗОМЕ 

Зой ф1 (2), 32 (2), ..., 2. (2),... ипе зийе 4е Гопемопз гёриИ@гез а 
| 1п&бглеиг Ча сегс]е |5, < В. М№оз Чтопз аще се зузбете 4е ГопеМопз 
фи (2), Фо (2),... езё сотр1еф 4апз |е сегёе |2| < р, 81 роиг свадие {оп- 
смоп /(2) гёоаПеёге & 1’Ибг1еиг 4а сеге |2| <, р<ФВ Ц ехше ише 
сот 1па1зоп Пиваге Ч4ез Гопеопз $, (2), $ (2),... & сое 1елетз сопзфап 
20331 ргосВе 4е /(2) дае Гоп уецф, с’ез\-д-Я@йге $1, 4ае]$ фае зотепё з е1 5, 
| ех1зе Чез сопзБап(ез С,,С»,... еПез аиае 


1 (2 = ( С: $1 (2) + .. - | Сл бт (=) <= 


ройг |5| <= р—5. 

Ге гауоп 4и раз огапй согфе ауапь роиг сетге Гоглоше ева Ги 6- 
глеиг 4идие] поёге узо езь сотар1еф, зега поштё гауоп 4и зузёте 
сотр1е%. Те Бай Ча ргбзепь аг1с]е езё 4е 46топ/тег сегфатиз $В6огётез 
зиг 1ез гауопз 4е сегбаттз зуз\@тез сотр1ей$ фе Гопемопз апа]уйдчез: 
6+ 


565 


7. Те гауоп 4и зуяетез сотр 


Я 9,17 2 рай 
ОА АИ О оьс 


ак № О 


25 10и]0игз ай тоиз вар а т 2. 
2. [е гауоп аи зуяете сотр 
5: бт пол 
А р НЕ. 
ой я е5{ ип потфге твёй, езё ввай 4е тоаще 4е а риз реше (сп тоаше)} 
ласте 4е Гедианопв 


3. [е гауоп аи зумете сотрет 


О а И 10 


п==ео 
«5 ат. 

4. 550 (5) ез1 гёвиЦеге Чат [е сегёе | 2, < В её Ф®) (0) +0, К=0,1,2,..., 
4е зузете $ (2), 2%’ (2),..., 27909 (3) зега сотшеё 4апз @е тёте сете 
3 < В. Га соп@иоп < (0) = 0 е$ф песеззазге. 

О’аШеигз себ агис]е сопепё сегфалпез ргорозИлопз заг 1а сопуег- 
соепсе Че |а збгле а’1т\егро|айоп 4’АЪе!. 
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0 СТРУКТУРЕ МНОЖЕСТВА ТОЧЕК РАЗРЫВА ' ФУНКЦИИ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЙ В ТОЧКАХ НЕПФЕРЫВНОСТИ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовых` 


Исследуется структура множество точек разрыва функции, дифферев 
цируемой в точках непрерывности. Доказывается, что необходимых 
и достаточным условием, накладываемым на такое множество, являетс»; 
условие, чтобы это множество было множеством типа Р. и С, одновре- 


менно. Тот же результат получается при менее строгих требованиях, 
наложенных на функцию. Доказывается, что если множество точек 
разрыва функции не есть множество типа С;, функция не диффоренци- 


руема в континууме точек непрерывности. 

известно, что множество точек непрерывности любой функции есть 
множество типа `Сё. Далее известно, что множество точек существования 
производной у всякой функции есть множество типа Рё. Имеет смысл 
поставить такой вопрос: каково мноэжество точек разрыва функции, 
которая имеет конечную производную во всеф точьах иепрерывности? 
Мы поставим своей задачей отыскание условия, необходимого и достга- 
точного для того, чтобы множество было множеством точек разрыва 
такой функции, т. ©. функции, дифференцируемой во ве›х точках 
непрерывности. Сформулированное условие сводится к следующему: 

Для того чтобы множество М было множоством (точек разрыва 
некоторой функции, обладлющей во всех точках непрерывностя конечной 
производной, необходимо и достаточно, чтобы оно было множеством 
типа Ес и Сь одновременно. 

После того как мы докажем только что сформулированное утвержденис, 
мы покажем справедливость аналогичного предложения для функций, 
на которые наложэны менее строги? условия, нежоли требование 
существования конечной производной в точках непрерывности (здесь 
иам потребуется доказать лишь необходимость условия, так как доста- 
точно оно уже для функций, на которые мы налагали более строгие 
условия). 


1. Доказательство необходимости 


Условие необходимости мы сформулируем так: 
Пусть множества Е и СЕ* одновременно всюду плотиы пи пеко- 
тором совершенном множестве 5. Тогда не существует функции }(т), 


* Через СО мы обозначаем домочнение \ множеству О ло отрезка [0.11 
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. 


определенной на отрезке [0,1], разрывной в точкат, принадлежащих 
СЕ, и обладающей конечной производной в точках, принадлежащих Е. 

Равносильность этого предложения и условия необходимости в ранее 
‹‘формулированном утверждении следует из того, что множество одно- 
временно типа Рс и С; не может быть вместе со своим дополнением 
всюду плотно на некотором совершенном множестве, и наоборот. 

Прежде всего рассмотрим две вспомогательные леммы: 

ЛЕММА 1. Пусть функция }(х) определена на отрезке [0,1] и пусть 
ЕЁ, СЕ и М соответственно мноэжества точек непрерывности, разрыва 
и дифференци руемости функции }(1). Тогда существует функция Е (т), 
определенная на отрезке [0,1], такая, что 0<Е(1) <1, и что мно- 
ожества точек непрерывности, разрыва и дифференцируемости функций 
1 (2) и Е(х) совпадают. 


Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть функцию 


# (2) 
+ И (2) ` 


г = +5н 


Обозначим через в (}, 2) колебание функции ](5) в точке х. 
ЛЕММА 2. Пусть функция } (1) [0 = } (1) < 1] имеет конечную произ- 


. &« (7, х 
водную в точке а. Тогда т О 
оао 


Доказательство очевидно. 

ТЕОРЕМА 1. Путь 5 — произвольное совершенное множество, 
заданное на отрезке [0,1]. Если Е и`СЕ одновременно всюду плотны 
на 5, то не существует функции }(х), определенной на [0,1] и такой, 
что 1) | (а) существует приаС Е, 2) (а) + По } (2) при ас СЕ. 

х>а 

Доказательство. Построим систему интервалов следующим 
образом. Пусть точка о. С СЕ-9. Пусть о (}, ®.) =&. Тогда &, — интервал 
длины не более 1; такой, что & —)9.. Интервал 25 мы выбираем так, 
чтобы & Си; 50 и из требования 2С` 1 следовало о (}, ®) и - 
а также чтобы п иг, не имели общих концов. Такой интервал мы выбрать 
можем, так как из того, что Е всюду плотно на 5, следует, что мно- 


: з 
жество Т, точек © колебанием > ь нигде не плотно на 9. Портому. 


в силу замкнутости Т,, найдется искомый иитервал 1. 

Определим интервал #„ при любом целом и. Интервал и: строится так. 
Считая 1» уже определенным, выберем внутри него точку &.-.1 С СЁ-5, 
что можно сделать, так как СЁ веюду плотно на 5 и 6:5 =0. Далее 
выбираем интервал #».; : так, чтобы выполнялись требования: 1) и11С- в, 
2) 9эп--1 Сна, 3) Ьычи| < фичи, Где Виа = © (р в, 1). Совершенно оче- 
видно, что эти требования всегда выполнимы. 

Чтобы сиределить интервал 6», мы поступим иначе. Шусть интервал 
(„1 уже спределен. Тогда мы выбираем интервал &„ так, чтобы выпол- 
нялись требования: 1) 2..5 не пусто, 2) 2С ть 3) 1 и щи 


й . «> 
не имеют общих; концов, 4) из %С #& следует, © ([. %) ке : 


а 
— 
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Интервал &»„ выбрать можно всегда по причинам, которые были 
изложены выше. 
Рассмотрим точку В, принадлежащую & при любом }. Мы имеем: 
1) ® (1, 8) < с при любом п, т.е. ®(], 8) =0, следовательно, 8 — точка 
то (Х, 92» +1). 
8 


непрерывности; 2) | 
| па 


конечной производной ]” (В) не существует. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 5, Е и СЕ— множества, подчиняющиеся усло- 
виям предыдущей теоремы. Пусть функция }(х) задана на отрезке [0, 11 
ш В есть ее множество точек непрерывности. Тогда на множестве Е 
найдется континуум точек, в которых функция }(х) не дифференци- 
руема. 

Доказательство. Процесс построения системы интервалов, ука- 
занный в предыдущей теореме, мы можем провести несколько иначе. 
Именно, вместо одного интервала и выберем два: & и и, "каждый 
из которых подчиняется условиям, наложенным на интервал й преды- 
дущей теоремы, и такие, что щв.и =0. 

Далее, вместо одного интервала #{, выберем четыре: 2, 1, йо И ил, 
причем даа, бвав: = 0 (&:, 95, Ва, В, =0, 1 и либо а, = В;, либо 2. =Е В»), 
вала С ва, И наибольшее колебание вточке, принадлежащей #1, [91 , &» =0,1], 
не превышает половины длины меньшего из интервалов & ид. 

Таким же образом, как Ц и 1, строим интервалы 2, &01,...) йи? 
причем 2, С фаз. Вообще #%.в....ои С. болаз...в,_1: Длина интервала ранга 
21-21 не превышает половины наибольшего из колебаний в точках 
интервала ранга 2п,‚содержащего данный интервал. Интервалы ранга 2п 
выбираются так, чтобы наибольшее колебание в их точках было 


>1. Следовательно, в силу леммы 2 


= шах (а &), где я входит в един из интервалов ранга 2" —1. 


Продолжая наш процессе бесконечно, мы получим некоторое совер- 
шенное множество, в точках второго рода которого конечной }’ (В) 
не существует (см. предыдущую теорему). 

Теперь мы не будем требовать дифференцируемости функции }(2) 
в точках непрерывности. Для доказательства теорем, аналогичных тео- 
ремам 1 и 2, нам достаточно, чтобы функция }(1) в точках непрерыв- 
ности подчинялась условию, нескслько белее общему, чем условие 
Липшица. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть функция 3(т1) определена на полуинтервале 


(0,1] и Нтхе (2) =0. Если за мнсежества 5, Е и СЕ принять мно- 
х>0 


жества, определенные условиями тсорсмы 1, причем Е и СЕ одновре- 
менно всюду плотны на $, то ие существуст функции ](т) такой» 
что Е есть ее множество точск непрерывности, и для каждого ас Е 
найдется такое 8 >. 0, для которого из неравенства х—а'< 8 следует 


<$(|1—4а.). 


Доказательство. Предпеложим, что функция ](х} существует. 
Рассмотрим систему интервалов, аналогичную системе интервалов 


перавенство р Г(ч) 
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в теореме 1, но со следующими изменениями: за й примем Е 
> © _ 
окружающий точку В, С СЁ.5, но такой длины 0. что > Ф 


что всегда можно сделать, так как Ишбо (5) =0. 
6—0 


Легко видеть, что для любой точки 5 этого интервала найдется. 
другая точка 8 такая, что 


РА |2 э(а—В. (1 
Действительно, рассмотрим две точки 8, и В, такие, что /(В,) — /(В;) -- 
г НЫЕ тогда либо | > ы а" 9 (|а — В, |), либо и тЫ. > >$(а—В, |). 
так как одна из разностей | / (а) — 1(8,) | или | а) КВ, ) | больше —” = ‚в 
и, следовательно, так как при |а— в! 8 и а—В| 36 либо ии. 
> $(5), либо р - $(5), утверждение (1) доказано. 


Интервал 1, мы выберем как и, раньше, а интервал #, опять © такими 
же условиями, как и 1:. Вообще, интервал 22„.: длины д»„;! мы будем 


(7, |, Ван, 1) 


т > 2 (62.1), что возможно в силу условия 
27 +1 


выбирать так, чтобы = 


Ни 29 (2) =0. # 


х—0 
Выбирая же интервал 2, мы будем лишь заботиться о том, чтобы 


а (р, Вы 1) 
о 


1) 22С 1-1 (строго внутри), 2) из хС- 1» следовало о (}, а) < 


3) &,-5 =0, 4) длина 1»„ не превышала половины длины интервала 


о. 

Пусть точка 8 принадлежит 1, при любом целом $. Так как ® (}, В) = 
= о при любом п, то В есть точка непрерывности. Рассматривая вели- 
р Е а КРАНА эназоныя в, В, Вз, Вз, ...у тай 1, Веяча, у --л 
мы имеем при любом и 20-1 

1 —7 (Ван, з) | , 
ибо |9 РЁ Вана ы Ф (1В — Вэл + |). 
либо = (Вы 1) >? (| в— и } 


Вана 


так как мы выше показали, что это усмовие выполняется для всех 
ВС #1. 

Следовательно, так как длины интервалов стремятся к 0, для # 
не найдется такого 5, для которого из неравенства 18 —а| < 5 следовало 


бы неравенство 


Я «ева. 


Георема доказана. Совершенно так же, как мы это делали в теореме 2, 
доказывается континуальность множества точек В. 
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Можно показать, что для функций с множеством точек разрыва 
Г. и Сь одновременно найденная оценка порядка возрастания выра- 


ь К(а)—/ (т) 
жеения |— |, где а — точка непрерывности функции 1 (т), является 
точной нижней границей. 
а 
Действительно, положим, что выражение Е: ‚ где а — точка 
а—т | 
непрерывности заданной функции }(5), возрастает ‹ приближением т 


о 
к а медленнее, нежели т ‚ где с(с = 0) — произвольная постоянная. 
Ще 


При этом множество точек разрыва функции /(5%) не есть обязательно 
множество типа Сё. Рассмотрим, например, функцию Римана *. Пусть 
а — иррациональная точка, т. е. точка непрерывности функции Римана. 
Тогда имеем 

и }| 1142) 


а — 


Но Пш 71(5)=0 и, следовательно, для любого с +0 найдется такое 2. 
‚ : д 


х—>а 
2 ИХ ] С 
что из неравенства |х —а! ^^ 5 будет следовать неравенство ы РЕН 
где а—данная иррациональная точка; т. ©. выражение ро = ый | воз- 
] 
растает мэдленнее, нежели Е о где с (с -Е 0)— любая постоянная. 


Но множество точек разрыва функции Римана (множество рацио- 
нальных точек) не есть множество типа РГ; и С. одновременно. что 
и доказывает наше утверждение. 


П. Доказательство доета'гочности 


Прежде всего расширим несколько понятие производной порядка м 
функции ](5) в точке а. Мы будем говорить. что функция 1(7) допу- 
скает обобщенную производную порядка п в точке а, если 
существует такой многочлен Ё„(т) степени не выше п, что 


от) м п о = 0. 


В этом случае мы будем считать 
9-Е! (а). 
Если /” (а) в обычном смысле существует, оно совпадает с паитим значе- 
нием 16. (а). Докажем еще одну предварительную лемму. 
ЛЕММА 3. Пусть функция }(<) (0 = }(х) = 1) определена на отрезье 
[0,1], непрерывна в точках множества Е и имеет производную порядка п 


(а следовательно, и все производные порядка тп) в точках мно- 
жества М. Пусть, далее, на отрезке [0, 1] задана функцил © (т), причем 


* Функция Римана определяется так: 1 (<) =- 0, если а — иррациональное число, 


и И ) = : если т и п натуральные взаимно простые числа 
т ра ь 
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1) 0<=9(2) <1, 2) $®(1) существует в обычном смысле для всех 
#0521), 3) +0) =$(4) = 909 (0) = 99 (1) =0 прит = п, 4) 9 (2) 0 
при х=-0,1. Тогда функция Е(т)= }(2)-9(т) обладает следующими 
свойствами: 

10 В(2)= 1 

20 изаС М следует существование Е (а); 

3% изас СЕиа-= 0, 1 следует Е (а) = Им Е (2); 


х>а 
4° из ас Е сшюдует Е (а) = Ша Е (5$); 


х>а 
5° существуют производные любого порядка т (тз<п) справа 
а т т 
в точке 0 и слеви в точке 1, причем Е (0) =Е (1) =Е(0)=2Е(1)=0. 
Свойства 1°, 3 и 4° очевидны; 2° также не требует доказательства, 
так как формула Лейбница верна для случая обобщенных производных. 
Доказательство 5°. Ясно. что К (0) = Е (1) =0. Далее 


Г (0)--Р (=) _ --Р (2) 


> 7 0. ея )т рр т 


Но 
0=/А (<) =: 3(2) и Им - ==. 


х-0 


К (0). К (2) 


‚чедовате и 
Следовательнс (од 


х>й 


вастея аналогично. 


=0. Для точки | свойство 5° доказы- 


ТЕОРЕМА 4. Пусть множество Е есть множество типа Ех и Сь 
одновременно. Тогди существует фулеция }(т), имеющая множество Е 
одповременио свОи.М „ино.мсеством точек непрерывности и множеством 
почек существования обобщенных производных всех порядков. 

Доказательство. В силу того что множество Е есть множество 
типа Ре и Се одновременно. мы можем псчерпать его одновременно 
‹ его дополнением процессом Бэра-Лузина*. В интервалах, принад- 
лежащих целиком Ё или целиком СЁ, построение функции очевидно. 
Следовательно, доказательство нашей теоремы сводится к доказатель- 
ству двух следующих пунктов. 

|" Пусть на отрезке [0. 1] кроме указанного множества ЕЁ заданы 
еще два замкнутых нигде не плотных на отрезке множества Р, и Р., причем 
точки множества Р,, попавшие в один и тот ме смежный интервал мно- 
коства /Р,, либо все принадлежат множеству Ё, либо все принадлежат 
множеству СЁ. Пусть. далее, мы умеем строить функцию Ф(5) в каждом 
емежном интервале множества Р, так. чтобы в этом интервале выпол- 
нямись требования теоремы. Тогда мы умеем строить в каждом смежном 
интервале множества Р, такую функцию } (<), что относительно нес в этом 
интервале выполняются требования теоремы. 


* итог процесс состошк в развертывании множюстна тниа /. и С, одвовременно 


\мнозкества первого класса по терминологии Лузина) в разреженную последователь- 
ость (зи Це сайзетее! нигде ие плотных замкнутых множеств или интервалов. 


< 
я 


МНОЖЕСТВО ТОЧЕК РАЗРЫВА ФУНКЦИИ 


Действительно, определим функцию /(2) в каждом смежном интер- 
вале множества Р, так. Пусть функция 0 = Ф (2) <1 в каждом смежном 
интервале к Ру, входящем в данный смежный интервал к Р.. Далее, 
положим здесь }/ (7%) =Ф (7): 2(5), причем 


ее 1 мы 
Ре (х—х1)?2 ЕР. 


где 2, и 1›—концы данного смежного интервала к множеству Р.. 
В точках «СР, мы положим ](*) =0, если все точки из Ру, содержа- 
циеся в данном смежном интервале к Р,, принадлежат ЕЁ; если же все 
они принадлежат СЁ, положим ](х) ==1.при *С- Рь. 

Внутри каждого смежного интервала множества Р, функция }(2) 
является искомой в силу леммы 3, так как Ф (5) являлась функцией, 
удовлетворяющей нангим требованиям. 

Рассмотрим теперь точку %, принадлежащую Р.,. Пусть «С СЕ. 
Тогда } (а) =1. Но если мы будем приближать эту точку точками из 
смежных интервалов Р.(Р, нигде не плотно на отрезке!), то предел 
значений функции в этих точках есть 0, а / (2) =1 при &С_ РВ, и сле- 
довательно в этой точке функция / (5) терпит разрыв. 


Если «СР, и яС В, мы должны расемотреть выражение 


7 


Ка) — / (=) 

(а— 2)" 
где п— любое целое число. Так как / (2) =0 и /{ (5) < 5(5), нам доста- 
точно показать, что 


и 


ха 


( 


при любом целом п, если С Р.. Но 


= | 


1 
к) Е». 
так как 9(2)=0 при С Рь, а при 2- Рь $(2) <е @1-**, где т, 
конец смежного интервала к Ру, к которому принадлежит х, причем т, ° 
лежит между точками хи 4. Далев 


1 
е б-х <=е (а—х)? - 


_$ (2) _ 


ы о для любого 
и —х 


так как |1, —х; <|&—2., и следовательно Им 


х—а. 


целого п, откуда следует 


т РЕ 


х—а. 9 2). 


0 


ири любом целом №. Утверждение |’ доказано. 
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2° Пусть мы имеем цепочку замкнутых множеств 


Р.Р йЭыно Рида. 0 Роао нео 


причем мы умеем строить функцию Ф (2) в любом смежном интервале 
любого из множеств Р} при В < &, где я — трансфинит второго рода. Тогда 
мы умеем строить искомую функцию в любом смежном интервале Ро, 
где Р. определяется как пересечение всех Рз при В < а. 

Чтобы показать это, мы поступим так. Разделим смежный интервал 
множества Р, с концами т, и х, пополам точкой а, =а.1. Каждый из 
интервалов (5, 411) и (57, а›1) разделим пополам точками а» и 4»›, затем 
каждый из интервалов (2, а1›) и (5.45.5) разделим снова пополам точками 
аз и 423 ит. Д. Вообще, интервалы (71 аш) и (1. 42.) делятся пополам 
точками 41, п1 И 2, п--1 о 

Рассмотрим теперь каждый из интервалов (а1. а1п-+1) и (а2п ата). 
Так как Р, на отрезках [ат4:,п4+1] и [42.а2.-1| пусто, найдется 
В < а такое, что Рз пусто на нем, и следовательно каждый интервал 
из рассмотренной системы принадлежит некоторому смежному интер- 


валу одного из множеств Р,,..., Р.,..., где у = В. Но, по предполо- 
жению, мы умеем строить искомую функцию в каждом смежном интер- 
вале каждого из множеств Р,,..., Рь,..., Р., ... при 1 <. Поэтому 


мы умеем строить искомую функцию Ф(х) в каждом из интервалов. 
(а1п 41, п-+1) и (аж а2,„+1) при любом целом п. 
Определим теперь /(5) в интервале (а1„ а; и.) так: 


1(2)= Ф (т) - (2). 


где 


| 1 
(ее е (ен) о (01. из). 


( 


< 


Далее, положим /(а»)=0 при ав С: Е и } (аи) =4 приа, С СЕ; аназ- 
логично— для а». Что определенная таким образом функция удовлетво- 
ряет нашим требованиям, совершенно очевидно. 

Процесс Бэра-Лузина исчерпывает множества Е и СЕ счетным чис- 
лом шагов. Следовательно, мы можем указанным построением функции 
7(2) определить ее на всем отрезке [0,1]. 

р (а) — 1 (2) 

| а—т 
убывания более быстрого, нежели убывание непрерывной функции $ (2), 
где $ (а) +0 при а + 0. Для этого лишь веюду вместо вспомогательной 
функции 


Мы можем усилить теорему. потребовав, например, для 


@ (%)=е (и--хие (хх) 


мы рассмотрим функцию 


© 
Ч 
< 


МНОЖЕСТВО ТОЧЕК РАЗРЫВА ФУНКЦИИ 


1 1 


д и. в 42—21) (12—41) 


2 [тах |ф (2) 


Доказательство усиленной теоремы не отличается от приведенного. 
* * 
* 

Обобщение теоремы необходимости на случай функций от п пере- 
менных проводится без всяких затруднений; что же касается теоремы 
достаточности, то в ее доказательстве потребуются некоторые изме- 
нения. 

Для перехода от замкнутого множества порядка х к замкнутому 
множеству порядка «--1 в процессе исчерпывания множества Е, типа 


Г‹ и С одновременно, мы пользуемся леммой 3. Однако для 
случая п переменных нужно доказать существование функции 0=— 
<$(11,15,..., 2) < 1, обладающей в каждой точке полными диффе- 


ренциалами любого порядка и обращающейся вместе со всеми своими 
полными дифференциалами в нуль в точках данного замкнутого мно- 
жества и только в этих точках. Область, дополнительную к нашему 
замкнутому множеству, можно исчерлать замкнутыми п-мерными кубами, 
получающимися от дробления единичных целочисленных п-мерных 


2т „03 
кубов на 2", 2";2",...,2”",... равных п-мерных кубов. После конеч- 


ного числа шагов каждый куб со стороной т из числа содержащихся 
целиком внутри области О, дополнительной к нашему замкнутому 
множеству, будет со всех сторон «покрыт» кубами из числа входящих 
в рассмотренную систему и содержащихся целиком внутри О. Так как 
этих кубов будет конечное число для каждого т, построение иско- 
мой функции в каждом кубе возмо?кно. 

При проведении индукции по трансфинитам второго рода мы можем 
воспользоваться ‘исчерпыванием области О, дополнительной к данному 
замкнутому множеству, п-- 1 системами кубов. полученных изменением 
координат вершин каждого куба построенной выше системы на 9, 9», 


0; 


ат где иррационально при СЕ Ёиг &=1,2,...,п- 1. 


В каждом кубе из этих систем. содержащемся внутри области ©, мы 
можем определить функцию, удовлетворяющую условиям теоремы. 
Достаточно рассмотреть функцию-ипроизведение, сомножителями кото- 
рого являются п-+-2 функций, п--1 из ксторых определены указанным 
выше образом в области @ и равны нулю в точках нашего замкнутого 
множества, а п-Р 2-ая ость несграниченно дифференцируемая функция, об- 
ращающаяся в нуль вместе со всеми своими полными дифференциалами в 
точках замкнутого множества, дополнительного к @. При этом предпола- 
гается, что в кубах, состоящих сплошь из точек множества Ё, функ- 
ция на первом шаге была равна нулю, а в кубах, состоящих сплошь 


1 
из точек множества СЁ, она равняется - [1-23 (7\.7.,...,;2п)], где 


$ (21, 1.,..., Х,)— функция Дирихле. 
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А. КВОМКОО. $0В ТА $ТВОСТОВЕ ГЕ Т?ЕМЗЕМВГЕ ОЕЗ РОТМТ$ 
ОЕ 01500 МОЕ 0>0ОМЕ кОмХСТтом ОЕВТУАВТЕ ЕМ $$ РОТМТ8 
ОЕ СОМ ОТ 


ВЕЗОМЕ 
1. бо 1(х,, 2.,...,7) ипе ТопсМой ]018зап 4е 1а ргорга@е 
зи1уаще: 
Г П ех1зе ппе Гопсйол © (5) веПе дае 
а) Ипхо (5) =0; 
х>0 
Ь) роиг срадие рошь М 4е сопирайе 4е 1а Г!опейоп 
1(%,, 2,..., 2) Ц ех\е чпб > 0 41 але Р1аёраШе (2, — а.) 
(А) * + (2.— а)... + (1„— а»)? 70 еп{таше 
У (ь м - РВ 1 (аз, т. .. > @и). &— 
(т, —а, х + (ть — а, 2) ах м (а, а | ` 
$ (И (2, — а + + (2. — аз) г + (и —@»)*), 
| Ой 41, 45, ... , а» 3006 1ез соотг4оппеез 4 ропе М. 


Папз се саз 1’епзетБ]е 4ез ро1пёз 4е Ч1зсопипайе 4е 1а Гопсмоп 
1(%1, %,...,2) езф ип епзет Бе 4и фуре Се. 

П. Ропг 1ез !ополотз 4оп& ГепзетЪБ]е 4ез роз 4е 41ясопй пи це 
езф 4и фуре Сьз 4’ог4ге 4е отап4еиг 4е 1’ехргеззлоп 


_ (ть дж... а) — (@ь @ъ ..., @) 

Ума ай. а 
ой а1, 4%, ..., а» 301 [5 соог4овивез {ао рота агоцталее 4е сопа- 
пицце 4е 1а Горс\от }(21,15,..., 52), а роаг Богле хирёгелге ехас%е 
1а уа!епг п41аа6ёе Чапз (А). 

ПГ. 5: ГепзетБ!е 4ез роз 4е Ч1зеопетайе 4е 1а Гопсыой 
(21, 2.,...,2п) п’е36 раз 4 фуре С;, Ц ехи!е ил епзетЫе 4е роз 
ауапе 1а ри1ззапсе 4и сопйпиа ой 1а [опсйот 7 (21, 2.,..., 2.) пе убгИе 
раз 1а сопаИлоп (А). 

ГУ. боц Е ип еизете Ча фуре Рес её Су зипаЦапбтет®. А1огз И 
ех13{е ипе Топслоп }(2:, 2,,..., 2) рог 1аааеЦе Е езь Гепзет е сх 
ро10{8 4е сопИпи1Ь6 еЁ (а! ]0о1 аи уо1зтасе 4е сВадае рошф МС Е 
4е а ргоргт6 (6 


хь, ИЕ я) —] (а, _@з, т МАИ 


У [=.. — а} в, — а =. : (а, — а, 

Ф(У ( (2: —@,)* | (2.— а)... Е (2, —@п)*), 
ой 4, 4,,...,@п $006 1ез соог4оппёез Чи рошё М её 9(5) езё ипе 
Гопемоп сопилие Чоппёе {еПе чае о (2) -- 0 её $ (2) 0 рошг х = 0. 
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Серия математическая Зече татетаНаце 


П. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ К НЕКОТОРЫМ ЗАДАЧАМ 0 ДВИЖЕНИИ ГРУН- 
товых вод (ЧИСЛО 0с0БыЫхХ ТОЧЕК БОЛЬШЕ ТРЕХ) 


(Представлено академиком 0. Л. Соболевым) 


В статье рассматриваются некоторые частные случаи конформного 
отображения на полуплоскость многоугольников, ограниченных пря- 
мыми и дугами окружностей. Развитые общие соображения применяются 
к решению задачи о движении грунтовых вод в земляной плотине 
с наклонными откосами, лежащей на непроницаемом основании, при 
отсутствии воды в нижнем бьефо. 


$1 

Основная задача, рассматриваемая нами, тесно связана с задачей 

о конформном отображении на полуплоскость многоугольника, ограни- 

ченного дугами окружностей. Поэтому мы предварительно рассматри- 

ваем, с нужной для нас точки зрения, задачи о конформном отобразко- 

нии на полуплоскость кругового треугольника, четырехугольника 

и частного случая пятиугольника. причем мы предполагаем. что ®тлы 
многоугольников отличны от нуля. 

1. Треугольник. С помощью дробно-линейного преобразования 

круговой треугольник [© углами я, В и п(\ 


| к 


у—‘/’)] можно перевеети 
в треугольник с двумя пвямолинейными сторонами, — треугольник АВС 
фиг. 1. Для того чтобы найти функцию. отобра- 
жающую конформно тргугольник АВС плоеко- 
сти С=Её- о на полуплоскость плоскости 
комплексного переменного # так, чтобы точки 
А, В, С перешли соответственно в точки #= 0, 
—=1, {= со, как известно, нужно постропть 
гипергегометрическое уравнение, для которого 
разность показателей фундаментальной систе- Фиг. 1 
мы решений около особой точки должна рав- 


няться углу в соответствующей вершине треугольника, деленному на т. 
При этом два из показателей можно принять равными нулю, т. с. 
можно считать. что около &=0 имеем показатели (0, *), окело #= | 
(0,8) и около 1=с<= (1, 1’). На чертеже нам задана разиость показа- 
телей у и 7’. Соотношение Фукса 

ао ТНУ =1 


лает возможность найти каждый из показателей уси 


580. Е Я. _ПОЛУБАРИНОВА- -КОЧИНА 


Гипергеометрическое уравнение задачи имеет вид 
" 1} оевь 1. = 4 
"+ ( 1 = Аи : (1) 


Обозначим через ПИ, У фундаментальную систему решений этого 
уравнения около точки #=0, а именно: 


= ара -..., 
= (1- аа а?- ...). | 
Пусть около (=1 имеем систему линейно-независимых решений Ц, И,: 
И, =А-Ь, (1—1)+ ..., | (3) 

И, = (1—8 В [А -Ь, (1—1) ...]. 


Около {= с пусть фундаментальная система будет 


м | ®. 
«= (ая чан...). | 


(2) 


\ 

Функция, совершающая конформное. отображение на полуплоскость 
любого треугольника ‹ углами пя, 8, к (/— 1’), имеет вид (около #=0) 
АП -+ ВУ 

С=б0Еру: (5) 


где А, В, С, Р— произвольные постоянные. Их можно определить, 
подставив в формулу (5) последовательно #=0, 1, со и соответству- 
ющие координаты вершин треугольника. Мы, однако, поступим несколько 
иначе. 

° Напишем уравнения наших прямых и окружности в следующей 
орме: 


уравнение АВ 71] 0 (6) 
уравнение АС Це = (7) 
уравнение ВС в р вы 1 0. (8) 


Через / мы обозначим мнимую часть функции; с и <— отрезки, отсе- 


каемые окружностью ВС на оси абсцисс. | Нетрудно видеть, что (8) 


с -—5 `` 
сить уравнение окружности ‹ центром в точке (| —_, ——` 05 тв ) 
< „ 
"—5 
м радиусом г = —. ] 
В 251 мВ 


Очевидно, что для нашего треугольника в формуле (5) должно 
оыть 


4 == =0. 
Лоложив 
В 
б =, (9) 
будем иметь 
на а 


Непосредотвенио видно, что уравиепкя (6) и (7) удовлетворяются. так 
как вос ряды (2)—(4) имеют вещественные коэффициенты. 
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Для определения р обратимся к уравнению (8), для чего предва- 
рительно перейдем от системы решений О, У к системе ИЛИ, с по- 
мощью вспомогательной подстанозки 


И = РИ, ат,, 

ИВА Е 
Коэффициенты р, 4, г, $ этой подстановки вещественны. Можем 
написать 
ВРС 51 
РО: + а, 
Если перейти с отрезка (0,1) к отрезку # > 1, то там У, уже не будет 
вещественно. Можно положить 

И И 

где У, вещественно при # > 1; тогда получим 


и 
ве 


66 —о)  е(ы — рз) 0, + (88—93); 
$ —< (и^ — рт) 01:4 (185 — 9) е ВУ; 
Если выполняется уравнение (8), то необходимо должны выполняться 
одновременно равенства 

Рег (вг— р) (“— рз)] = 0, 

Пегё8 (5— 95) (5— 43)] =0, 

Ге ьг— ро) (р8— 9=)] = 0. 


Так как р5— 97 = 0, то должны выполняться одновременно равенства 


ира =0, 8—9 =0, 
откуда для № получаем два выражения: 
На с 
у —- та и == Е > 
53 г 


Для совместности этих равенств необходимо выполнение соотношения 
(5 $ 
а (11) 
б г р 
Нетрудно показать, что (11) всегда имеет место. Действительно, как 
известно из теории гийергеометрического уравнения (см., например, 
Р1сага, Тгаие 4’апа]узе, т. ПТ, стр. 298) 


рз__ эт та + 1) зат (В- 1) 


аг эп муз “т 


С другой стороны, для косинуса угла при вершине С имеем такое выра- 
жение: 
сс03т (а — В) —<с05т (а - В). 


це 


соз т (71—1’) = (12) 


Решив последнее уравнение относительно —, убедимся в справедли- 
вости тождества (11). Уравнение (10) дает вполне определенное, един- 
отвенное, —по теореме Римана о конформном отображении, —вырая:е- 
ние функции, отображающей треугольник АВС на верхнюю полу- 
плоскость. 

2. Четырехугольник. Аналогичным образом можно рассмот- 
реть четырехугольник с неравными нулю углами. С помощью дробно- 
линейного преобразования переведем его в четырехугольник, две смей - 


7 Известия АН, Серия математическая, № 5—6 
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ные стороны которого суть прямые. Пусть это будет четырехугольиик, 
изображенный на фиг. 2. Напишем уравнения его сторон в форме 


19 =0, (13) 
[(е-* 0) = 0, (14) 
ей (6—с;) |0 1 

| - "| ей 
—тЯ ее } # \ 
Ее м Е ( 16 
| ии ] я 


Фиг. 2 


ф р с = 3—5 

| Окружность ВЮ имеет координаты центра ео т ею 58) 
ты 
2 511 3 
> азия (я 1) —взшт (а — 1) с С05 п (я — 1) — та с05 т (а + 1) 


Е 
29пс г 2511] 


и радиус ; для окружности СО координаты центра суть 


й 
\ 


й чо — @5 
ге радиус равен Е >. ‚| 
Для отыскания функции, дающей конформное отображение внутрен- 
ности нашего четырехугольника на верхнюю полуплоскость & так, чтобы 
точки А, В, С, О перешли соответственно вточки # =0.2=1, =аиё= оо, 
составим линейное дифференциальное уравнение второго порядка 
класса Фукса 


89° (1—4) 


. 1-1 -В. 1 , в а7 
й + (ЕАН) У ТЙ у . . 


аналогичное уравнению (1) для треугольника. Это уравнение определяет 

функцию, две ветви которой имеют около особых точек показатели, 

равные соответственно: (0, «) около #=0, (0,8) около &=1, (0,1) около 
х ми 


1 =аи (3, 5’) около [= оо. Эти показатели должны удовлетворять соот- 
ношению Фукса 


ХВ = 2. 


Уравнение (17), в отличие от уравнения (1), кроме заданных параметров 
(а, В, 1, 5,0’) содержит еще два неизвестных параметра а и ^, которые 
зависят как от углов данного четырехугольника, так и от других пара- 
метров, определяющих этот четырехугольник. Нам нужно получить 
два соотношения, могущие послужить для определения а и *. 

Фундаментальные канонические системы интегралов уравнения (17) 
около особых точек {=0, 1, а, со имеют вид, аналогичный уравнениям 
(2)—(4). Обозначим эти интегралы соответственно через (И, У), (0,, И,), 
(Иа, Га), (ОИ, /»). Коэффициенты рядов для этих функций будут теперь 
зависеть не только от показателей, но и от а и ^. Очевидно, что функ- 
ция, отображающая конформно наш четырехугольник на полуплоскость, 
имеет около #=0 вид (10). 
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Рассмотрение уравнения (45) приводит нас, как и в случае тре- 
угольника, к двум выражениям для р 


БЕЯ по кеЕЯ, (18) 


5 г 

Для того чтобы эти выражения совпадали, необходимо БыЫПОЛНСНИе. 
соотношения 

2: _ 23 
и 
которое, однако, теперь не является тождеством, но представляет урав- 
нение, содержащее неизвестные а и *. Действительно, для заданного 


(19) 


1 


У, 


с 


1 


четырехугольника 


есть известное число, в то время как правая 


часть (18) есть функция от а и \.. Это различие между треугольником 
и четырехугольником связано с тем, что для треугольника фиг. 1 отно- 


© 
шение 2 вполне определяется заданием углов треугольника, в то время 


как для четырехугольника фиг. 2 задание углов еще недостаточно для 
определения = . 
1 


Для того чтобы получить еще одно уравнение между а и 7., обра- 
тимся к неиспользованному еще нами уравнению (16) четвертой сторопы 
четырехугольника. Для этого перейдем от системы (И,У) решений 
около точки &=0 к системе решений (Ос, И.) около точки &+==а. При 
нашем выбор? а - 0, и отрезок (а, 0) лежит влево от #=0. На отрезке 
(а, 0) 0 остается вещественным, У имеет вид 


АЕ 
где И’ вещественно. Поэтому вспомогательная подстановка. переводящая 
1, У в 0%, Га, имеет вид 
= Ра ГОА = Ча 1 Ао О = ди“ 1 , 
К об - Ра Оса), 
где ра, Ча» Га, $а вещественны. Вторые равенства для ( и У относятся 
к значениям #-`а, для которых У. вещественно. Нодставим теперь 


написанные выражения для О и У в уравнение (16). Так как теперь 


„ 


‚о уравнение (16) дает 


е [ор ба (3 — °2Ча) Та 


НЫ, : = 0. 
(вла — тара) Оо + (18а — па Ча) "ТУ, 


Отсюда вытекает необходимость выполнения равенств 

Г[е-т1 (рга— эра) (рта— Ра] = 0, 

Гей (ре — 94а) (р5а— п24а)] = 0, 

Пе-?= (рта— в»Ра) (р5а— <з4а)] =0. 
Этим равенствам можно удовлетворить лишь при условии, что одно- 
временно 

"Га бра 0, ба 1244 = 0, 

7* 


58' ИП. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


Раб* Ча“ 
==. (20) 
Га а 
Это дает нам уравнение 
= ПУ : 
а (24) 
=> Что 
которое вместе с (19) определяет систему двух уравыений, могущих 


‹лужить лля вычисления ). и а. 

Если с, или э..равняется нулю, то соответствующая окружность 
проходит через вершину А. Если з, или *, равно бесконечности, то 
соответствующая окружность вырождается в прямую. В каждом из этих 
случаев один из коэффициентов промежуточной подстановки обращается 
в нуль (соответственно 4 или г, 4а Или то) и уравнения (19) или (24) 
принимают более простой вид. Каждое из уравнений (19) и (24) имеет 
бесчисленное множество решений. В задачах о движении грунтовых вод 
мы можем указать промежуток, в котором заключается ^, отвечающее 
данному четырехугольнику. 

Заметим, что в случае четырехугольника уравнение, соответствующее 
уравнению (12) для треугольника, имеет вид 
9112 03 п (а + В— 1) + тис с0з т (а —В 1) 

(91 — 11) (92 — 2) о с. 
ре — ст, 057 (а + В 1) — ст. со5т (“ —В — 1) —2 (610% -Ё тит») $1 лВ зп ат 
(51 — 21) (08 — т) 


Наличие этого уравнения соответствует тому обстоятельству. что при 


воз (6— 5’) = 


заданных = и ЕЕ между = и — должно существовать соотношение, 


1 2 2 *2 
которое обеспечивает одинаковые значения для в, получаемые по фор- 


мулам (18) и (20). 

3. Частный случай пятиугольника. Рассмотрим пяти- 
угольник, две стороны которого имеют общую часть, образуя угол, 
равный 2х (на фиг. 3 это угол при вершине О). 
Другими словами, имеем многоугольник с надрезом. 
Пусть при конформном отображении этого много- 
угольника на полуплоскость комплексного перемен- 
ного { вершины А, В, С, БО, Е переходят соответ- 
ственно в точки вещественной оси Е =а, 6, с, а, со. 

РА Показатели около особых точек суть соответственно 
(0, «), (0,8), (0,1), (0,2) и (:,='). Сумма их должна удовлетворять 
соотношению Фукса 


А-В += =3, 
или 
АВ’ =1. 
Дифференциальное уравнение задачи о конформном отображении нашего 
многоугольника имеет вид] 


=! 


" 1—9 В Пы 1 ’ 
и и 
У= 0, (22) 


А 
Е Я РЕ ИС 
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Два из четырех чисел а, 6, с, 4 можно выбрать произвольно, приняв 
их, например, равными 0 и 1. Два остающихся числа вместе с числами 
А. И ^, составляют четыре параметра, подлежащих определению. Ураь- 
нения сторон нашего пятиугольника имеют тот же вид, что и для 
четыреугольника рассмотренного нами случая, так как стороны СБ 
и ОЕ определяются одним и тем же уравнением. Поэтому у нас должны 
иметь место уравнения. (19) и (21). 

Третье уравнение мы получим, исходя из следующих соображений. 
Точка ОР должна быть обыкновенной точкой решения дифференциаль- 
ного уравнения (22), т. е. около нее фундаментальная система решений 
не должна содержат логарифма, и следовательно, должна иметь вид 

Па=А а, (Е—а) + а, (1—4)? ..., 

Га = (1—4)? [1+ а, (1—4) + ...] 
(при наличии логарифма дуга СО не могла бы проходиться дважды — 
по СП и затем по ОЕ). 

Но тогда производные по # от этих функций также не должны 
содержать логарифма и должны принадлежать показателями (0, 1). 


4) 
Составим дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет и 


ссли У есть решение уравнения (22). Перепишем предварительно урав- 
нение (22) в виде 


и А р Й 
} о РЕ Пе - 
А, не 5 
и (#—а)'° 5) (1—1 —а) РО: г. 
Обозначив 
47 _ Й’, 
Ги 


получим для И такое уравнение [оно может быть получено, например. 
путем деления (23) на коэффициент при У и дифференцирования по {]: 
АЛ - ВЕ @аь , РНЕ й й г 
©! — —= 
(+ —_—6 Ра 1—1, —Ж)и+ 


$ т 
Е — 4.) И. (24) 


ое ор ма) 

+В (#—а) (1—0) (а) +С(—а) &—8) (—Ф+ 

+ (—а) (1—5) (#—в)}—(— №) 2—5) А+ В) 4—9 4) + 

--(А-ЕР) (1—6) (1— в) (ВС) (—ча—а- 

+ (В+ Р) (—а) &—е) + (СБ) 1—а) 1—6}. 
Уравнение для И имеет семь особых точек: кроме тех пяти, которые 
были особыми точками для У, имеем еще особые точки 4; и Х», пока- 
затели около которых суть 0 и 2. Если показатели около &=а, 6, с, а, с 
были для У равны (0, 2), (0, В), (0,7), (0, 2), (з, =”), то для И’ они суть 
(0, «и—1), (0, В 1), `(0, у—1), (0, 1), (=- 1, =’ +1). Сумма всех показа- 
телей равна пяти, как и должно быть для решения уравнения класса 
«Фукса с семью особыми точками. Так как в нашем случае = — |, 


1 
то в коэффициенте при И/”’ член с 1 пропадает. 
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Условие, что {=4 должна быть обыкновенной точкой уравнения (24) 
(около этой точки имеем показатели 0 и 1, и ряды для И’ не содерзкат 
логарифма), требует, чтобы © делилось на 1—4. Это дает такое урав- 
нение: 

е=' (@— 1)" (@—^»)* + (2а— 1—2») (4—а) (а— 5) (а—) + 
+ (@— 7.1) (9—*.,) [+ (а— 6) (а—с) + В (а—а) (а—в) + 
у (а— а) (а—5)] =0, (25) 
которое и представляет искомое третье уравнение нашей задачи. 

Отметим еще, что точка #&=4, соответствующая вершине О нашего 
иятиугольника, не может быть обыкновенной точкой уравнения (22) * 
так как около &=4 должно существовать решение вида 

(1—4)? И-Ь (1—а)-+ ...], 
обращающееся в нуль вместе с первой производной. Тогда из урав- 
’ нения 
У’ рУ’-4У=0 
вытекало бы, что У”=0 при :=а, а следовательно и все производные 
У равны нулю в этой точке, т. е. было бы У ==0. 

Уравнению (25) можно дать другой вид, если заменить параметры /., 
и ^, параметрами 7. и (р, которые получим, переписав уравнение (22) 
«ледующим образом: 


Е ыы ао то 3:71 + ВИА и 
у КЕ п—0 И Тр а) (2—6) | —с) (1 ЩИ = 0. 


Иначе говоря, 


Гогда 


Подставляя эти выражения в уравнение (25), представляющее уравне- 
ние четвертой степени относительно }., и 7... получим уравнение второй 
степени отпосительно 7 и в 


(серы Е) (2274 + в) (9—а) (9—5) (@—6) + 
+ (55742 + ва -Е А) [а (9—5) (а—е) 8 (а—а) (а—в)- 

у (4— а) (4—5)] =0. (26) 

Уравнение (26) имеет еще то преимущество перед (25), что оно остается 


Й 


справедливым и при <=’ =0, тогда как (25) имеет в этом случае другую 
форму. 


Таким образом, для определения чегырех параметров рассматривас- 
мой задачи мы имеем три уравнения (19), (20) и (25) или (26). Четвертое 
уравнение могло бы быть получено из условия, что известно положение 
вершины О. Однако в задаче о движении грунтовых вод в земляной 
плотине положение вершины О заранее неизвестно, но зато там иместся 
дополнительное условие, которое дает четвертое, нужное нам уравнение. 


* Хотя она является обыкновенной точкой ого решения. 
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В теории плоского установившегося движения грунтовых вод при- 
ходится иметь дело с такой задачей: найти две функции. и Ё ком- 
плексного переменного {, регулярные в верхней полуплоскости и имею- 
щие конечное число регулярных особых точек на вещественной оси 
плоскости #, причем на каждом из отрезков, разделяемых особыми 


точками, имеют место два уравнения вида 


ТР, 


г ^. 2, С (27) 
[(т.й-+п.Е)=0 8. 
ИО И 
где А,, [, т,, п,— заданные комплексные числа. Эта задача была рас- 
смотрена нами для случая трех особых точек [(*) и (?)]. Здесь мы рас- 


сматриваем сс для случая четырех особых точек. 


Е А ЕЕ с о 
-©° [(т,2+п,Е)=0  [Г(т,2+1,Е)=0 
Фиг. 4 


Условия на отрезках у нас выписаны на фиг. 4. В статье (?) мы 
показали, что фундаментальное уравнение около точки {=а может 


быть написано в виде 
1 
КА А К С | 

та ^ па^ п | 


— — == 0. 
Зак (78) 
ть По То ПП | 


Функции Й и Е представляют линейные комбинации функций О и, 
принадлежащих около особой точки 1 =а показателям 2, и 45, причем 

= __ | 5. = 8» (29) 
где ^, и ^, суть корни фундаментального уравнения. Эти показатели 
определяются лишь с точностью до целого слагаемого. 

Очевидно а рг!0г!, что поставленная задача имеет бесчисленное 
мпожество решений. А, именно, если предположить, что мы нашли 
некоторое ее решение й=7,, Е=Ё., то 

1) функции Ай, и АБ. при любом вещественном значении А будут 
также давать решение; — 

2) произведения Ф (1) 2,, Ф(1]Е., где Ф(1) — полином с веществен- 
пыми коэффициеитами, также дают решение задачи; 

3) если внутри или на контуре области переменного & допустимо 


л 


й = 
существование точек, в которых ® или й ооращается в нуль вместе 
я . й 


со своей: первой производной, то получим новые решения задачи. 
Поэтому для возможности получить определенное решение задачи 
мы должны иметь дополнительные условия, сводящиеся к следующему: 
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|) должно иметься условие для определения А; 

2) показатели должны отвечать условию конечности некоторых 

функций или должен быть известен порядок бесконечности этих 

функций; . 
3) все особые точки, в которых обращается в нуль функция - 


— 


ий т 
( или Е) вместе с производной, должны быть заданы. 


Покажем, что поставленная задача при вещественных показателях 


(21, “»), (81,В»), (11,12) и (3,,6.) эквивалентна задаче о конформном 
отображении кругового четырехугольника ($ 1, п. 2), если поставлено 
условие об отсутствии особенностей типа 3). 


Прежде всего заменим функции й и Р парой функций 7, Е, поло- 
жив, например, 


30 
Е; =той - поР. _. 
Тогда на отрезке АВ будем иметь 

12) =9, ВСЕ.) =0 


Очевидно, что Й, и К, должны выражаться линейно через те ке 
функции 0 и Г, через которые выражаются Й и Р. 
Положим теперь 


2 = (Е — а) (6 — #81 (с —#)11й,, 
ЕР; = (Е— а) (6 — ВВ: (с —@\Е.. 

На отрезке АВ получим для функций 7, и РЁ, условия 
1(2.) =1(Е.) =0, 

на остальных отрезках будем иметь условия вида (27). 

Функции Й, и К, будут представляться линейными комбинациями 

функций О и У, принадлежащих около точек ё—=а, 6, с, со соответ- 

ственно показателям (0, а), (0,8), (0,1), (5, 5’), где а=а, - 9, З= 
= Ва — Ва, У Ба, ВР == 6 а РВ 

Далее, нами показано в статье (2), что, умножая уравнения (7) 

на вещественные числа и складывая, мы можем, в случае трех особых 


точек, условия (27) заменить некоторой системой канонических усло- 
вий. Аналогично, 


РЕВ ФЕ | 


(31) 


в случае четырех особых точек можно получить 
условия, написанные на соответствующих отрезках фиг. 5. Здесь 31, 


о Це"“Е-т, 2-0 С 20 АЦЕ:=0 ВБ т,2,)=0 о 
Пе“ Е-0,2)=0 Ц6““Е)=0 1(2)=0 Це“ (Е-с,7,)=0 
Фиг. 5 


5, 71, “з— вещественные числа. Условия на отрезках СА и ВЮ нами 
были установлены в указанной выше статье. Что касается условий 


ва отрезке ОС, то их можно получить следующим рассуждением. 
Если положим 


2. =, . ве ЕР, = Е., 
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то на отрезке СА будем иметь 
1 (23) = 1 (Ез) = 0, 


т. е. условия того же вида, что для 7, и К, на отрезке АВ. Па 
отрезке же ОС получим условия 


1(Ез — ть) = Це-яи (узы) 0, 


которые можно вывести совершенио так же, как условия на ВО. 
Покажем теперь, что задача отыскания функций Й, и Ё, совор- 

шенно эквивалентна задаче об отыскании функции (<, дающей кон- 

формное отображение на полуплоскость четырехугольника п. 2$ 1. 
Действительно, если положим 


и разделим каждое из условий, написанных на фиг. 5 над чертой, на 
условие, выписанное на том же отрезке под чертой, то получим 


уравнения (13) — (16), и таким образом сможем найти отношение я 


приравняв его найденному для > выражению. По формуле (10) будем 


иметь 
К, | 
еле 
Тогда 
Е, = Ньу, > = НыО, (33) 


где Н — произвольная вещественная постоянная, И и И- функцип 
вида (2), рассматриваемые около 1=а, в которых параметры и п )\. 
определены по уравнениям (19) и (20). Действительно, нетрудно про- 
верить, что К. и Й› формул (353) удовлетворяют всем условиям, выии- 
санным на фиг. 5. 

Найдя Р, и 7,, по формулам (31) найдем И п Ё,; затем, решив 
уравнения (30) относительно Й и К, получим искомые функции. Пусть 


по (30) 
2= КИ + СЕ, 


Е = МИ, + МЕ,. 
Тогда Й и Г будут выражены через Ги Г так: 
Иа) (ВЕР (АбСЕВИ).. | 
Е = (#—а)° (6—1) (с -В\ (СО-+ РИ), | 


—^ 
— 


где 
ь Е Е ЕЕ: 
Формулы (34) имеют место в окрестности особой точки (и. 
В окрестностях других особых точек нужно заменить И и! с помоиью 
промежуточных подстановок их аналитическими продолкениями. 

Если на одном из отрезков имеется точка, в которой функции и |’ 
принадлежат ло условию показателям 0 и 2. то задача 0б отыскании 
функций Й и К сводится к задаче 3 $ 1. 
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$3 


Применим рассуждения {$2 к решению задачи о движении грун- 
товых вод в призматической земляной плотине трапецоидального сече- 
ния. Для простоты будем считать, что в нижнем бъефе вода отсут- 
ствует. На фиг. 6 имеем такую пло- 
тину. СО — непроницаемое осно- 
вание. Откосы составляют углы 
п, и т0 с непроницаемым осно- 
ванием. 

Положим } (5) =е- 1», где }- 
комплексный потенциал, Ф — по- 
тенциал скорости, \— функция 
тока; = х--/- комилексная координата точки области АВСОЕА; А — 


Фиг. В 


точка перегиба на линии свободной поверхности. Представим себе, что 
область движения инонформно отображена на верхнюю полуплоскость 
плаекости вспомогательного комплексного переменного #. Тогда, взяв 
производные по Бот зи Г п обозначив их через Й и Е 

Я = а] 

Я = = 

ах Р а! › 
получим для функций Ди Е условия на отрезках вещественной оси 
плоскости (. показанные па фиг. 7 (мы считаем, что точки Е, А, В. 


О 1(22"*)-0 Е ЦЕ)=0 В 1Р)=0 © ЦЕ=О 0 


Е ЕВЕ 


сэ Ик7+1Р)-0 0 АКНЕ В Ц75"№)=0 1 (Р)=0 оо 


Фиг. 2 
(. Р фиг. 6 переходят в точки плоскости /. обозначенные теми же 
буквами *). 
Функци; 
+ Е , у 
= 6х8 (36) 


предоставляет комилекеную скорость, сх, с,- проенции скорости на оси 
координат. 

Ностроим годогра{ф скорости нашего движения, т. е. область на 
нлоскости сх--й`,. ограниченную контуром, который описывает конец 
вектора скорости при иоремещении вдоль контура области движения. Для 
получения области на илоскости С. достаточно будет полученный годо- 
граф скорости отразить в оси гу. Для вас несущественно, какую пло- 
скость рассматривать: сх—е, или е.-1,, так как нас будут интере- 
совать лишь величины углов получаемых многоугольников. 

При построении тодографа скорости будем различать три случая, 
в зависимости от величины угла 0,. образованного продолжением 
наклонных откосов илотины. 


* А— коэффициент фильтрации; см. 1! № 33, 
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а: . Годограф скорости изображен на фиг. 8. В верхней 


части чертежа изображена сама плотина (СМО), внутри которой по- 
строены линии свободной поверхности. соответствующие различным 
глубинам (1) воды в верхнем бьефе. При малых глубинах на свободной 
поверхности имеется точка перегиба. В этом случае годограф скорости 
изображается линией ВСОЕАВ. 


При увеличении й точка А при- # 


ближабтся к В и для некоторого 
Л 
значения , надрез на годогра- 
фе скорости пропадает, так что. 
получаем вместо пятиугольнива 
четырехугольник. При дальней- 
й. 
шем уволичении , линия сво- 
бодной поворхпости не будет 


иметь точки перегиба, но годо- 


граф скорости будет опять пред- 77 
ставлять иятнугольнин. © над- Е : 
резом ВА. то соотвэтетвует ве" 

тому. что на левом откосе СМ ] 
появится точца. вы которой Фиг. 8 


скорость имеет максимальное 
значение. Когда вода поднимется до маклимальной высоты — высоты 
треугольника ОСМО. точка А, придет на отрезок РЕ, часть чертежа 
ВА,Е отпадет. и мы получим треугольник СОА,, соответствующий тре- 
угольнику плотины СМО. заполненчому водой. 


П. 9 = 7. Отот случай представлен на фиг. 9. Здесь всегда есть 


точка перегиба .\ на свободной поверхности. Она исчезаёт лишь 
« исчезновением самой своболной поверхности. т. ©. при полном запол- 


нонии плотины. 


ИГ. 8 .*. Здось всегда есть точка перегиба. Полное заполнение 


треугольника СМО невозможно. т. ©. всегда имеется линия свободной 
поверхноети (фиг. 10). 

В плотинах имоем обычно случай ИЕ; экран может иметь форму 1 
у: 1: 

Будем предполагать для определенности, что есть точка перегиба 
на свободной. поверхности рассматриваемой нами плотины. (Если бы 
в случае [ мы имели точцу А. на фиг. 7. то дифференциальное урав- 
нение задачи было бы тем же. что и в случае наличия точки перегиба.) 

С помощью фундаментального уразнения (28) найдем показатели 
интегрутов дифференциального уравнения. Условия конечности функций 


А 2. АК (37) 


` 
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во всех особых точках дают однозначное определение этих показателей. 

В точке {=а, где, как показывают фиг. 8, 9, 10. угол многоугольника 
) д 9. ) ) ) 

равен От разность показателей лолжна равняться 9. Условие выпо.1- 


«Фит. $ «иг. 10 


‘у 


нения соотношения Фукса требует, чтобы эти показатели были О и ^. 
Получаем такую таблицу показателей: 


{ 0 | й Ь 1 ыы 
Е 1 1 ев 4 В 
р | ь 
| 1 3 } 
че ий. 
> Л , Л 
С о 2 | — (0% | 1+0 


Но этим показателям нам нужно построить функцию Римана. 
Преобразуем эту функцию так. чтобы в точках (= и #=1 получить 
10 моказателю, равному нулю: 


0 а Ь | сх 
1 3 \ 
ы | 0 ее 0. 1 1 
7 =Р! 2 - | ы 
\ 
\ 1 | 
| 2 > — 0, ©] 1-6 
Ш 0 и й | р ) 
=(е-- В “п о Е В 
| 
ий 1 1 1 
и вр 


о 


Носледняя функция Римана удовлетворяет уравнению вида 


о зе? 
ЕЕ К 39 Не А | 
о и) Гия’ 
гле положим а=0, =и. с Ч4- |. 


с р Л 
ы 1% о) и т ь 1 
х 5 0, а х = й = И === О =/^ =. 0 —- И ие 
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Таким образом получаем уравнение 


|8 й ый ты 
а о 

в (инь )ечы а 

—У=0. (38) 


Если в случае | имеем точку перегиба, то 0% `а<1; если точки 
перегиба нет, то Ох а=<ф-“ 1. В случаях П и ПШ всегда 0%. =<а<1. 

В частном случае, когда точка А совпадает с точкой В, урав- 
нение (38) переходит в Ур с четырьмя особыми точками 


(а —5 +ь (о -- (#—1,) ' 
ал В ее я о -л м г) 


т. е. можно считать, что при а, стремящемся к р, параметр ^› уравне- 
ния (22) также стремится к 6. Обозначим линейно-независимые инте- 
гралы уравнения (38) около особых точен соответственно так: 
около #=0. 
а м. = 


Т=г ее. и )- 
около [=а4 
а а) -- г 
Г«= (- а)? [Аа (#(—а) + ...]; 
около Е =В 
реа НЕн (2: Ф)уе боюс 


около #=1 


0% 
Иа... 


- НЯ С И 
= (+ т Се в. 


Коэффициенты этих рядов вещественны; функции, представляемые 
этими рядами, вещественны соответственно при # > 0,2> р 0—0: 
(И, и И. всегда вещественны. 

Искомые функции Й и ЕЁ представляются линейными комбинациями 
этих независимых интегралов, умноженными на множитель 


около {= о 


0-1 


о ие 


который был нами выделен из первоначального символа Римана. 
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Мы начнем с окрестности точки &=1, около которой @ и Ёвыр: - 
жаются особенно просто через 0, и И,, именио: 


А 
И = та 
2 | 
я 1—0 
РТ к вы, (о) 
ив 
о а а 


где Аи В вещественные числа. Мы до.-бкиы найти числа Аи Ви 
уравнения для параметров а, 6, ^, и. Сначала мы найдем отношение 


, Ию 


а бЬ 


С отрезка СО фиг. 7 перейдем на отрезок ВС, обойдя огобую точку 1» | 
по полуокружности в положительном направлении (в верхней полупло- 
скости). Тогда для 61-1 будем иметь 


(- а 4 и. х о 
1 
7 т -—0 7’ . т .’ 
И = (; ‘) И, ==: 98] т 


где И, вещественно на отрезке СВ. Поэтому формулы (40) для отрезка 
х | 
СВ можно переписать так: 
2бо |; 
$ оао 
з 8; 


И р а 1): ( - 
Вау, | (42) 


1 


Е` 


ирыа-ин® 
Перейдем теперь от функций (И, У, к функциям @ь. И, с номощью 
вспомогательной подстановки 
0: = РьЦь-| аьУь, 
= — 2 ЗУ, Л, ЕЙ. ] (43) 
Коэффициенты рь, Чь, /%, $5 должны быть вещественными, так как 


1, Ул, Ць, Ть вещественны в промежутке (6, 1) (или в части промежутка, 
где они определены). Около Ё-=6 будем иметь 


р А" (рыл--4ьГ,) 
дн ее, 

ав № 
а "Векь > въ Гы) _ 


Если обойти точку (= по полуокружносли в верхней иолунло- 
скости, то будем иметь для В 
1 1 

(Е. в =ы В Не 


Ув = е-=%у,, 


где Г,  вещественная функция при # — 6. Тогда 


ды Арт, — Ау, ] 
(и —= т? | 
з 1—9 
О ПЕ \ ГА 
т . —т -’ "' Е} 
Е ум Вт»О» = зе 20 | И | 
= а _ 0 
а ] 
Для того чтобы на отрезке ЕВ могло выполияться условие 
ДЕ] = 
(при К не равном тождественно нулю), необходимо, чтобы 
$ь = 0. (15) 


Это есть одно из ияти искомых уравнений. Оно соответствует уравне- 
нию (24) при -,=0, так как у нас окружность ВА проходит через 
вершину О. 
Второе условие на отрезце ВЕ перонишем так: 
ау Ве КА” ор, 0, — АДоьТ! 
КЕЙН) = [ иг Рь) С» Е И (. 


(1—0? (2 - 1% 


Для выполнения этого равенства необходимо. чтобы 
Г (Е Вы - К Аве" рь) = 0. 
Отеюда находим у: 


В АР, р 
У: 60$ дб. 1 
Л 2 
Чтобы получить еще одно уравнение, перейдем е отрезка СУ на 


отрезок ОЕ, обойдя бесконечно далекую точку. Положим, что 
О = РО -- 4. 
УР +5 
При обходе вокруг точки = со по большой нолуокружности в верхней 
полуплоскости будем иметь 
] 
(= 91, 
а 
озееее о У дЕацЬ-а Фу. 
где Их. и ПИ. вещественны на ОЕ. 
Теперь с помощью формул (40) нашипем выражепие Й и К дия иро- 


> 


межутка ПЕ: 


А (Рае: ВУ) 

р ЕН СЫ 

9 

т. —710:* 

У ("со — 67 "Го, 

Е си дем вы ча 

(и — 9 
Для того чтобы на ОЕ выполнялось условие / (67°) = 0, необходимо, 
чтобы . 
(47) 


р==0. 


Это есть второе необходимое для нае уравнение. Оно отвечает урав- 


нению (19) при т, — со; у нае сторона РЕ представляет прямую линию. 
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Третьим уравнением будет выведенное раньше уравнение (26), выра- 
‘‹ающее условие того, что точка {= а является кажущейся особенностью 
решения дифференциального уравнения (39). Мы должны положить в (26) 


а=0. Иса =а, 


Тогда получим 


| И (6+ и) а? -- ар | в +[ 26 (9% 2 =. ь +# | = 
м [4, о о 5) а? али ] | (--— в) (а—5)} (а 1) + 
+ (у-ва --9]=0. (48) 


Ото есть третье нужное нам уравнение. Последные два уравнения 
получим из расемотрения фиг. 6, на которой имеются три точки С, В 
и Р. координаты которых нам известны. Вепоминая, что 


а= (24+, 
7] 
и беря верхний предел равным соответственно 6 и сэ, получим 
ь 
. (, 4 
Йй (ет =А \ : м, (49) 
1 (1 к ь)? (1 ет 11-65 
0, 4 
И (50) 


(1 же ь) 2 (1 —)-=% 
Уравиения (45), (47), (48), (49), (50) являются уравнениями, из кото- 
рых нужно найти а, В, \, в, А. 

Для того случая, когда в плотине типа | точка перегиба линии ево- 
бодиой поверхности попадает в точку В верхового откоса, а=ё. По- 
этому три уравнения (45), (47) м (48) позволяют определить В, Х ир, 
а уравнения (49) и (50) дают возможность найти то значение отношения 


1 
ре при котором исчезает точка перегиба, а именно: 


а 
т те 
Й ы ОВ (2 
== В по = т ) Е (54) 
\ 0, ат 
ее 
+ 


(Ва 2) ® 


где в правой части вместо 6, хи р должны быть подетавлены найден- 
ныс из системы (45) —(47), (48) значения. 
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Перейдем теперь к вопросу об установлении интервала, в котором 
должны заключаться искомые параметры. 

Что касается а и 6, то по нашему выбору они заключаются между 
нулем и единицей. Чтобы найти границы для ли и будем, оставляя неиз- 
менным угол пб, изменять угол т0, дав ему два таких крайних зна- 
чения, при которых нетрудно вычислить ^ и р. 

Положим, что (—>1. Тогда в пределе получим плотину на дрени- 
рованном основании (фиг. 11). Функция Римана здесь принимает вид 


/ 1 со 
= ' () 0 Е к 3 { \_ 
У=Р' 7 бе Е 
4 
6 9—1 2 
1 1 1 м: р . со й 
= (2=-6)-* (= ЕРЕов о 0 0 близ = 
1 1 1 
т 
Е 52 
И (#—5)((—1) ра 


Мы получили функцию Римана, у которой один из показателей на 
бесконечности равен нулю; пусть ==-0. В общем случае отсюда не сле- 


дует, что в уравнении (38) \ и р равны нулю. Но в данном случае это 
имеет место по следующей причине. 


Нетрудно построить область ком- 
плексного потенциала }=ф-#: это 
есть прямоугольник ВСОЕ (фиг. 11). 
Поэтому по формуле Кристоффеля- 
Шварца 


Ч 
Е ее 
70 Сун + Г 


или 
Е С 2 
Е 1) 
Отсюда видно, что функция, ко- 
торую мы в равенстве (52) обозна- 
чили через И’, имеет частное реше- 
ние, равное 1. Следовательно, в дифференциальном уравнении для И 
должен отсутствовать член с И’, т.е. уравнение для И имеет вид 


1 3 
(2 | 21% й , 
А, р ПН р 


[ел 


Но если сравнить выражение для У в общем случае с выражением (52), 
то увидим, что И’ и У связаны соотношением 


1 1 
9#— — 


РО). У. (53) 
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Дифференцируя дважды это равенство и подставляя И’ и И” в полу- 
ченное для И уравнение, будем иметь 


(: п оиручии о Е 
И = и 
т по Ра У в 1 в 


о 
ра гв 
. 15 р 
ее [ак вонанр , 
ы (1 —а) (1—6) (1 -- и 


Отсюда видим, что при 0=1 


ео Е) о 5%). 
9 =, 


Будем теперь уменьшать угол п0, поворачивая откое плотины РЕ 
вокруг точки Р до тех пор, пока не получим плотину, заполненную 


(54) 


—-— —— 


доверху водой. Обозначим полученное таким образом значение 0 через 0. 
Величина этого угла определяется из уравнения 


— 


со 0 + ео яб = 5. 


Если теперь угол при вершине В ока- 
жется меньше прямого, то свободная поверх- 
ность будет отсутствовать, и годограф ско- 
рости будет представлять треугольник 
(фиг. 12). Сравнивая оба треугольника 
фиг. 12, нетрудно найти показатели около 


Фиг. 12 точек 0; 1, со: 

1 () . 1 03 
| ы | | 
а бе И 

1 

р 1 Зее 
а () = Е | 
2 2 


Функция Римана, соответствующая этим показателям, может быть 
представлена так: 


() | 55 
а 0—0 бт ОЕ 1 | — 
УЕ м 3 
( - 
\ 2 2 / 

и () 1 о \ 
> Я ро 
к О 
| р 
9 - о, и 


Ох 
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У удовлетворяет уравнению 


Сравнивая это уравнение с уравнением (38), видим, что оно может 
быть получено из последнего переходом к пределу при а-—>0 и 6—0. 
При этом, как видим, оказывается, что ). и стремятся к нулю. Отсюда, 
принимая во внимание (54). получаем для /. и о такие неравенства: 


1 1 =\ У З В 
, ( «7 
/ ] 


Так как относительно 4 и 6 мы знаем лишь, что они лежат между 
нулем и единицей, то можем переписать неравенства для ^ и в. так: 


12 (бе = 1) |: ое — |. 0. 
р О 


Для случаев ПШ и 1Ш эти неравенства также справедливы. 
Остановимся несколько на плотине типа || (фиг. 9), где угол между 
откосами прямой. Здесь имеем 


в 55 


и дифференциальное уравиение (38) принимает вид 


1 | 
= +6 ) 35 
-п 7) 1 50 о р А в ч® я 
} = а ть. Я у ия = (55) 


или 


где 


Будем искать решение уравнения (56’) в виде рядов, расположенных 
по степеням ^ и. Как известно (4). решения суть целые функции 


параметров ^ и р. 
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Положим, что искомые решения имеют вид 


=, + 010. + Чть- О» Оль + Чем... › 
Г = Ур + У, - Усль Е Узо^? + Иа Е Гав .. 


(57) 


Тогда нетрудно найти уравнения, которым должны удовлетворять Их, 


В 
и ‚ й и й [4 
По рОо = 0, Оо РО —= -", [И -- РО — = 


и ‚ Й 
Уб-- рРо= 0, Гю- РИ = = ое „=. 


(58) 


(59) 


В качестве Ох и !, выберем такие частные решения первого 


‘из уравнений (58) или (59): 


1 


О. у. | (аа _ 


Тогда найдем: 


1 
у бд ЗЕ От, п"—1 
и \ 7.4 ре. 


Г. а 


с 
3 
| 

= 

$ 

© 

|= 

=: 
р 
з 

- 

ь 
з 
е 

>. 

| < 


в За ое а о а пи 


И д + Им, я--1 
Т.а 


У И То (Ут, ” ЗЕ ИЕ 
Вий Теа . # 


а 


5 
© 
-—>- 


ое и о о р со = 3 а 
С С к 


При т=0 или 
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Уравнения (45) и (47) здесь будут иметь вид 
0 (6) =0 и ТУ(°)=0. (60) 


При малых значениях / и |», когда можно ограничиться первыми 
членами рядов (57), уравнения (60) вместе с уравнением (48), которое 
теперь примет вид 


1 


(ар А-а (@— 6) (а— Иа [ (3 -)@-9и-0- 
— ба (а—1) — ва @—8)]=0, (61) 
‚позволяют вычислить, например, ^, № и 6 при заданном а. При а близ- 


ком к нулю должна получиться плотина с большой глубиной воды, 
причем \ и р должны оказаться малыми. После того как 6, Х ив 


будут найдены, из уравнений (49) и (50) можно найти А и >, соответ- 


ствующие заданному а. 
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Т1МЕАВ ОТЕЕЕВЕМТТГАТ ЕОСАТГОМ$ ТО 50ОМЕ РВОВГЕМ$ ОЕ @ВООМ- 
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ЗОММАБКУ 


ш Ъе ргезепё рарег \ме сопз1Ч4ег \\№е ргоет оГ сошогта| гергезеп- 
\айоп ошо \Ъе Ва-р]апе оЁ а диадгапо]е ап@ о{ а рагса]аг сазе о! 
а регбахоп, ап4 арр!у Ве репега| {Веогу {10 \е зо]а оп о! Бе рго ет 
оп 4Ве р]апе зе Ме то Моп оЁ огоип4 мацегз 1 а Чат о {таре2о14а! 
стозз-зес от (Е1с. 6); Гог 1№е заке оГ зиарИсШу \е 'аззите Ва {Веге 
13 по до\п-геат \а(ег. Те сотр[ех со-ог41тайе 5 оЁ (Ъ№е роз оЁ фе 
Чотаати 01 тоМоп ава Ме сотр!ех роет а] /=е- 1 ($13 Ме уосйу 
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роепиа! ап "%--Ше зтеаш Гапемой) шау Ъе ехргеззед 11 1егшаз о 
ап аипхШагу рагате{ег { аз ГоПо\8: 


(7 а 
а=4\- — , 
(с и ь) 2 ( р- 
й 
Акр, г У, а: 
= ^» во =, \ Н ) 
а 


\Веге (,, Г, аге ицеога!: оЁ {Ъе ециайоп (38) 4ерепдлах оп Ше рага- 
тебегз а, 6, ^., р. Ког Ме сайсайон оЁ Ве таспиа4ез оЁ {Ъезе рага- 
те(егз зп оЁ {Ме геа| Гасцог А \уе пзе \Ве зумет оЁ ефаайопз (45), 
(47), (48), (49), (50). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1939 
ВОЕТГЕТИМ ОЕ ГГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0 В55 


Серия математическая Земе та\ПетаНаце 
А. Е. ДОНОВ 
ПЛОСКОЕ КРЫЛО С ОСТРЫМИ КРОМКАМИ В СВЕРХЗВУКОВОМ 
ПОТОКЕ 


(Представлено академиком Ч. Е. Кочиным! 


В работе дается приближенное решение задачи обтекания при малых 
углах атаки тонкого крыла с острыми кромками двуразмерным, стацио- 
нарным, лишенным теплопроводности сверхзвуковым потоком идеаль- 
ного газа (определение закона распределения давления по крылу, 
подъемной силы и лобового сопротивления крыла). 


Задача исследования механического действия движущегося газа 
на неподвижное крыло является частным случаем несколько более общей 
задачи исследования механического действия движущегося газа 
на неподвижную твердую стен- й 
ку, ограничивающую движение 
газа. Свое изложение мы начнем 
‹ постановки этой последней 
задачи, причем ограничимся 
рассмотрением только стацио- 
нарных, двуразмерных течений 
идеального газа, не подвержен- 
ного действию массовых сил. 

На плоскости, в которой рас- 
сматривается движение газа. Фиг. 1 
расположим неподвижную пря- 
моугольную систему координат таким образом. чтобы она пред- 
‘тавлялась нам в виде, изображенном па фиг. 1. Введем в рассмотре- 


ние три функции г, 6, р от независимых переменных х, у, определя- 


ющие соответственно поле скоростей, поле плотностей и поле давле- 
ний. Векториальную функцию © будем определять двумя скалярными 
функциями от тех же независимых перемениых. За.эти функции усло- 
вимся принимать либо функции сх, ©, определяющие соответственно 
проекции екорости на ось Х и ось У. либо функции г, 3, определяю- 
щие соответственно модуль скорости и угол в ралианах, образованный 
наикратчайшим поворотом от положительного направления оси Х 
к направлению скорости. За положительное направленле отсчета углов 
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примем направление вращения против часовой стрелки. В дальнейшем 
мы ограничимся рассмотрением только таких течений, у которых функ- 
ция В удовлетворяет условию 


из 


Как известно, изучение рассматриваемых нами движений газа при- 


водится к исследованию следующей системы дифференциальных урэвне- 
ний в частных производных: 


95. 90. 4 др _ 
АЯ ТЕТЕ 

доу 905 4 др 
= ‘дл ы Е р ду 0, 

д (2) 
9 (ео) | (р6у) _ 0 
дх ду 
д 


д 
ое (и) ыы (и)=0. | 
Здесь #— показатель адиабаты исследуемого газа (для воздуха А = 1.405). 
Если движение газа ограничено неподвижной гладкой твердой стенкой, 
то в плоскости ХОУ газ будет соприкасаться © ней вдоль некоторой 
линии. Эту линию мы назовем «обтекаемым контуром». 

Рассмотрим единичный, касательный к обтекаемому контуру вектор &. 
‘направив его таким образом, чтобы его проекция на ось Х была поло- 
жительна. Угол в радианах, образованный наикратчайшим поворотом 
от положительного направления оси Х к направлёнию вектора &, обо- 
значим через В». Ясно, что В, может рассматриваться как функция 
абсциссы х той точки обтекаемого контура, через которую проводится 
вектор {. Эту функцию мы обозначим через В» (2) и предположим, что 
она непрерывна. Если функция В» (5) задана и, кроме того, известны 
координаты какой-нибудь точки обтекаемого контура, то форма и поло- 
жение последнего вполне определяются. Условимся совмещать начало 


координат с крайней левой точкой обтекаемого контура. Тогда уравне- 
ние этого контура будет иметь вид 


х 
о 


Запишем это уравнение более коротко, обозначая его правую часть 
через ук (5): 

У= Ук (2). (4) 
'Гак как в рассматриваемых нами течениях направление скорости на 


обтекаемом контуре должно совпадать с вектором #, условие обтекания 
неподвижной твердой гладкой стенки запишется следующим образом: 


В = В» (52) (5) 
при у= Ук (2). 
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Условие (5) должно быть присоединено к системе уравнений (2) 
в качестве пограничного условия. Имеется много работ, посвященных 
исследованию решения системы (2) при наличии условия (5). Из них 
нас будут здесь интересовать только те, в которых рассматриваются 
сверхзвуковые течения, т. е. такие, у которых во всякой точке, при- 
надлежащей потоку, соблюдается условие 


ра. (6) 


где а— функция, определяющая поле местных скоростей звука: 
Е № 
а= КР. (7) 
| 


Исследования, содержащиеся в этих работах, распадаются на два 
основных направления. Первое направление выражено работами, в кото- 
рых решение вопроса достигается при помощи вычислительного или 
графического процесса, позволяющего путем постепенного перехода от 
точки к точке вычислять. системы частных значений искомых функций 
(работы Буземанна, Кибеля, Франкля). Основное достоинство методов. 
применяющихся в этих работах,.заключается в том, что при их помощи 
может быть разрешено большое количество практически актуальных 
задач, решение которых другими методами представляет большие затруд- 
нения. В частности, таким путем разрешаются краевые непотенциальные 
задачи. Главный же недостаток этих методов состоит в том, что реше- 
ние задачи получается численное, благодаря чему не представляется 
возможным дать общую качественную, оценку исследуемого явления. 
Второе направление, предетавленное работами Майера, Аккерета. 
Прандтля и Буземанна, заключается в подробной разработке теории 
безвихревых движений ('?.\“). Последняя основана на том, что в слу- 
чае отсутствия вихрей дифференциальные уравнения характеристик 
системы (2) допускают интегрируемые комбинации. Эта теория приводит 
к ряду изящных точных и приближенных результатов, дающих полную 
качественную и количественную картину течения. Так как наши иссле- 
дования находятся в тесной связи с теорией безвихревых движений. 
мы дадим ниже краткое изложение основных методов и результатов 
этой теории. 

Введем в рассмотрение функцию тока 


! 
‚ 


2. определяемую следующими 


равенствами: 
9$ 
дд РЁ (8) 
9$ _ ы | 
ду = Вех. 
Как известно. из соотношений (2), (7), (8) необходимо следуют соотно- 
шения 
р. =. (9) 
о 
2 3 
к Ы = в. (10) 
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где через $ и ‹ обозначены величины, являющиеся для одного и того же 
течения функциями только от %. При помощи уравнений (2), (9), (10) 
легко получить еще два уравнения 


95 _ 96, © (14) 
92 ду # 
о >\ 90. р) 2 9%, С м 90. 
(4? — сх) о. (5) а бкби 9, НХ (12) 


где через @ обозначена величина. определяемая равенством 


9 
= а Е» ВЕ Г за $ р (13) 
7 КИ а - 
Уравнения (11). (12) линейно связывают между собою первые частные 
производные по хи / от фувкций гу и бу. 


Так как всякое точение, рассматриваемое нами, сверхзвуковое, то 
вся область, занятая течением. может быть покрыта двумя семействами 
характеристик. Дифференциальные уравнения этих характеристик легко 
выводятся ири помощи уравнений (11), (12). Для одного семейства 
характеристик. которое мы условимея мазывать первым. иолучаются 
уравнения 

Л. (14) 
(4? — 0? с03? В) т, + с* п В с05 В 


Ч (г воз 3) + та (свт 3) = 9 ЕЕ 
( И) Е ва ( 8) 22 с032 3 — а? 


ат. (15) 


а для другого. которое мы условимея называть вторым, уравнения 


Чу = т.т. (16) 
ее ВК а? — 62605? 3) т 0 31а В со Е 
(с со 3) ина (ет Ох - В) Е в В т. (17) 
че у 22 с 05? 3 — а? 
Здесь через и, и 17, обозначены величины. опрелеляемые слодующими 
равенствами: 


2 


— с п Вов --ау 6 — а* 
И, = аа ь (18) 


4? --- 22 05? В 


— 63 51т В 0$ 3 --а И 2? — а? 
= вый д у (19) 


4? — 22 08? В 


Рассмотрим теперь сверхзвуковой поток е постоянными гидродинами- 
ческими элементами (т. е. функциями г, 9, о, р, а). Условимся называть 
этот поток невозмущенным потоком. Значения функций о, о, р, а в не- 
возмущенном потоке обозначим соответственно через %, оз, Ро» ав, а отно- 
итение г через М. Так как рассматриваемый поток сверхзвуковой, 
то М 1. Направление скорости невозмущенного” потока примем сов- 
падающим © направлением оси Х. 

Предноложим. что иевозмущенный поток набегает на неподвижную 
твердую гладкую стенку (обтекаемый контур), расположенную таким 
образом. что при обтекании этой стенки поток нигде от нее не отры- 
вается и остается повсюду сверхзвуковым. При изучении течений 
подобного рода могут представиться два случая. 
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| случай. Обтекаемый контур расположен таким образом, что 
соблюдается условие 
Ви (0): 0. (20) 
В этом случае. как известно. образуется линия слабого разрыва ОС 
(фиг. За, 2Ъ). проходящая через начало координат О и разделяющая 
весь поток на две части. По одну сторону от линии слабого разрыва ОС 
расположена область, занятая невозмущенным потоком, а по другую— 
область обтекания твердой гладкой стенки. В области обтекания твер- 
дой гладкой стенки гидродинамические элементы потока, вообще говоря, 
не постоянны, а переменны. Эту часть потока мы будем в дальнейшем 
называть возмущенным потоком. -Во всей области, занятой расематри- 
ваесмым потоком. функции г. 3. 9. |). 4 непрерывны, но их частные 


1 у 


Фиг. 2а «Риг. 2Ь 


производные по ри у (все или только часть) испытывают разрыв непре- 
рывностп по крайней мере на линии слабого разрыва ОС. Сама 
‚итния ОС является характеристикой второго семейства. Так как на 
этой линии гидродинамические элементы потока постоянны. то во всей 
облаети. занятой потоком. будут иметь место соотношения 


ЕО: (22) 
где через И, обозначена величина. определяемая равенством 
‹ Ро ‹) 
И == т (23) 
И 
Из соотношений (13). (31). (22) легко находим 
О-=0 (24) 


г. ©. рассматриваемое нами течение безвихревое. В силу равенства (24) 
правые части уравнений» (15). (17) обращаются в нуль и эти уравнения 
удается проиитегрировать. В результате интегрирования уравнения (15) 


нолучаетея соотноигение 


с 
з-+2 (Е) = соцзи, (25) 
выполняющееся вдоль любой характеристики первого семейства, 


и в результате. интегрирования уравнения (17) соотношение 
8—8 (и) = сопз(, (26) 
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выполняющееся вдоль любой характеристики второго семейства. 
Через х (5) и Е определяемая равенством 

е (2) = такс ШИ '_ ее аки [о и Е (27) 
Так как на линии о разрыва ОС значения функций о и В равны 
соответственно й’и 0, то вдоль всякой характеристики первого семей- 
ства, пересекающей эту линию, а следовательно и во всей области 
возмущенного потока выполняется соотношение 

Зе (в) = (). (28) 

Из соотношений (16), (26), (28) непосредственно следует. что характе- 
ристики второго семейства (в том числе и линия ОС) суть прямые 
линии, причем вдоль каждой из этих характеристик значения гидро- 
динамических элементов поетоянны. 

Пользуясь этим обстоятельством. нетрудно при помощи соотно- 
шений (28), (26), (22), (24). (16), (10), (7), (5) построить в области воз- 
мущенного потока выражения для функций г, В, о, р, а. Впрочем, 
построение этих выражений ие представляет большого интереса, так 
как главный интерес заключается в построении выражения для давле- 
ния на обтекаемом контуре, что можно сделать, не пользуясь готовыми 
выражениями для гидродинамических элементов потока. Действительно. 
соотношение (28) позволяет определять в каждой точке области, заня- 
той возмущенным потоком, скорость с в зависимости от угла наклона 
этой скорости к оси Х. Так как в силу соотношения (5) на обтекаемом 
контуре угол наклона скорости к оси Х есть заданная функция’ от 2. 
то на этом контуре скорость такие может быть определена как функ- 
ция от х, и следовательно представляется возможным, пользуясь соот- 
ношениями (22), (21), (10), (9), (7), определить на обтекаемом контуре 
давление р как функцию от г. Еели мы ограничимся рассмотрением 
маловозмущенного потока. т. е. потока, гидродинамические элементы 
которого мало отличаются от Гидродинамических элементов невозму- 
щенного потока, то выражение для давления на обтекаемом контуре 
может быть представлено в форме ряда. Ряд этот имеет вид 


р= Ро + 9 [аи Зи (1) + а,Зи (=) 433% (2) -- аа ЕЕ (29) 
где 
_ ре" — РКМ 
феи: В: 


о 9 * р. 
а. = (М?— 1)- о 2 М? АХ - М4 21 -- _ ++ 182 М8 
15 + 20^ — 8К* + ЗАЗ : р 6 : о 
и а и =. И — =“ М"). 
® 
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И случай.. Обтекаемый контур расположен таким образом, что 

соблюдается условие 
В» (0) > 0. (30) 
В этом случае, как известно, образуется линия скачка уплотнения ОР 
(фиг. 3), проходящая через начало координат О и разделяющая весь 
рассматриваемый поток на две части. По 
одну сторону от этой линии расположена 
область, занятая невозмущенным пото- 
ком, а по другую — область обтекания 
твердой гладкой стенки. Так же, каки в 
случае 1, мы назовем поток в области 
обтекания твердой гладкой стенки нюзму- 
щенным потоком. В рассматриваемом слу- 
чае, в отличие от случая Т, функции 
о, В, р, р, а испытывают разрыв непрерыв- 
ности на линии скачка уплотнения ОД. 
° В области возмущенного потока эти Фиг. 3 

функции должны удовлетворять не только 
уравнениям (2), (5), (7), но и динамическим условиям на линии 
скачка уплотнения. Рассматривая мало возмущенный поток, эти усло- 
вия можно представить в следующей форме: 


у 


22 а? 0? а? 
но. (31) 
рав (1 68-82 в - *+..), (32) 
где 
1 
Ь. = = (М*—1) ?, 
о а 1 
(м-н М). 
И [а ма 
в. ем], 
а —5 1 о : - 17 - 29^ — 1 — 27А + 12922 
= — (4*—1) (= =. а =. р МА: 
ББК — А д НЫ 
т 6 и 48 М") 
А+ Пе х (33) 
е т _3 
у. НО ЩИ 1)? 
ЕЯ М (М —1)-* [4-2 К —2) М? (&—1)М+] 
= =: е, + е1 В -{ 658? УИ (34) 
2 = (М*-—1) ®, 


а“! М4 (М*— 1) 


610. А. Е. ДОНОВ 


Условие (34) показывает, что, несмотря на наличие` разрыва непре- 
рывности функций в, В, р-р @ „соотношение (21), так же как и в слу- 
`чае 1, имеет место во всей области, занятой рассматриваемым потоком. 
Что касается условия (22), то оно в рассматриваемом случае, вообще 
говоря, не будет выполнено. Однако представляется возможным гово- 
рить о приближенном выполнении этого условия. Действительно, рас- 
смотрим соотношение (33). Его правая часть не содержит членов с пер- 
вой и второй степенью 83. Поэтому для мало возмущенного потока 
соотношение (22) можно считать приближенно выполненным на линии ОД, 
а следовательно и во всей области, занятой рассматриваемым потоком. 
Отсюда следует, что в области возмущенного потока можно считать 
приближенно выполненным соотнощение (24), а значит, и соотноше- 
ния (25); (26) на характеристиках. Для значений В и ©, близких соот- 
ветственно к 0 и %, соотношение (28) может быть представлено в форме 
ряда 

р = (1 -- БВ - 658? + 6:83 - 6.84 - ...), (35) 


где 


6 = — (М?— 1)-? (-5- ры м) о, 
5.7 : 
М [М К ОЕ Ме |, 


о ( о. 
2-5 а, ЗА АА А 
32 96 

Сравнивая между собой соотношения (32) и (35), мы видим, что 
для мало возмущенного потока первое из них может быть прибли- 
кенно заменено вторым. Следовательно, для маловозмущенного потока 
вдоль линии ОБ будет приближенно выполняться соотношение (28). 
'Гак как, с другой стороны, вдоль каждой характеристики первого 
семейства приближенно соблюдается условие (25), то соотношение (28) 
будет приближенно выполняться во всей области возмущенного потока. 
Приближенные выражения для функций с, 3, р, р, а строятея совер- 
шенно так же, как строятся точные выражения для этих функций 
в случае |. Вставив приближенное выражение для функции 9 в правую 
часть соотношения (34), мы получим дифференциальное уравнение 
первого порядка для приближенного определения формы линии силь- 
ного разрыва. 

Подводя итог нашим рассуждениям, мы можем сказать, что точные 
результаты, полученные для случая |, могут служить приближенными 
результатами для случая П. Так, например, приближенным выраже- 
нием для давления на обтекаемом контуре в случае ПП может служить 
выражение (29). При этом само собой разумеется, что не имеет никакого 
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смысла учитывать в этом выражении все члены. Достаточно ограни- 
читься первыми двумя или тремя членами рассматриваемого разло- 
жения. 

Ко всему сказанному относительно случаев | и [| следует добавить, 
что форма обтекаемого контура может быть подобрана таким образом. 
что будет иметь место образование скачков уплотнения внутри области 
обтекания твердой гладкой стенки. В тех случаях, когда наблюдается 
это явление, полученные нами результаты будут справедливы не дли 
всей области обтекания твердой гладкой стенки, а лишь для ее части. 
прилегающей к персдней стороне обтекаемого контура. 

Основной задачей настоящей работы является построение прибли- 
кенного выражения для давления на обтекаемом контуре в случае 11. 
< учетом завихренности потока, обусловленной наличием скачка уплот- 
нения ОД. Дело в том, что хотя в случае наличия вихрей нельля 
проинтегрировать уравнений (15), (17), однако представляется возмоя:- 
ным составить такие комбинации дифференциальных уравнений (14). 
(15), (16), (17), присоединяя к этим уравнениям выражение для диф- 
ференциала функции тока, что © помощью этих ‘комбинаций удается 
постр@%ить интересующее нас выражение. Исследования, относящиеся 
к построению последнего, составляют содержание следующей главы. 


И 


Пусть имеется течение, соответствующее случаю И предыдущей 
главы. Предположим, что в этом течении гидродинамические элементы 
в области возмущенного потока бесконечно мало отличаются от гид! о- 
динамических элементов в области невозмущенного потока. Уточним 


и 


«иг. 1 «Рик. э 


несколько само понятие области возмущенного потока: под этим пазва- 
нием условимся подразумевать область, ограниченную криволинейным 
треугольником, образованным обтекаемым контуром ОСЬ, линией скачка 
уплотнения ОС, и характеристикой первого семейства СС», исходязцей 
из крайней задней точки обтекаемого контура (фиг. 4). Принимая 
во внимание соотношения (5), (14), (18), (34), нетрудно убедиться в тсм. 
что при сделанном сейчае предположении относительно гидродинамичо- 
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‹ких элементов криволинейный треугольник ОС.С», бесконечно мало 
отличается от равнобедренного прямолинейного треугольника О’С!С» 
(фиг. 5), у которого равные стороны О’С: и С1С» соответственно парал- 
лельны характеристикам второго и первого семейств невозмущенного 
потока. Относительно функций В» (2), В, ©, р, р, а мы предположим, 
что все они обладают свойствами дифференцируемости и непрерывности 
в той степени, в какой это необходимо для обеспечения законности 
операций, которые будут над этими функциями производиться. Кроме 
того допустим, что в рассматриваемом нами течении бесконечно малые 
величины 8, (2), В» (2), В, (2), В, о—%, р-р, Р— Ро, @а— а, имеют один 
и тот же порядок малости. Принимая перечисленные бесконечно малые 
величины за основные, условимся в дальнейшем придерживаться сле- 
дующей системы обозначений, фигурирующих в исследованиях беско- 
нечно малых величин: будем обозначать через эт (т — некоторое целое 
положительное число) ту бесконечно малую величину, о которой 
известно, что ее порядок малости не меньше т. Ясно, что при таком 
‹пособе обозначений не исключена возможность того, что разные бес- 
конечно малые величины могут быть обозначены одним и тем же сим- 
волом, и наоборот, одна и та же бесконечно малая величина жжет 
быть обозначена несколькими различными символами. Так, например, 
если бесконечно малая величина & обозначена через е., то бесконечно 
малая величина 2% может быть также обозначена через =. и, кроме 
того, бесконечно малые величины © и 2а могут быть обозначены через 


955. Вр. Эла 
На любой характеристике первого или второго семейств будет вы- 
нолняться соотноптение 


4 = ро (311 Вах — соз Вау) (36) 


в силу уравнений (8) во всей области, занятой потоком. Исключая 
из соотношений (14), (15), (36) 4х и ау.и принимая во внимание фор- 
мулы (13), (21). мы придем к соотношению 


Ч (© с0$В) т, а (Е т 8) =Ф а 9, (37) 
вышолняющемуся на любой характеристике первого семейства. Здесь 
через Ф, обозначена величина, определяемая равенством 


а? [©* 91п В с0$ В — (2? с03° В — а?) т„] 


Е (К —То (5? с052 В — а?) (т, с058 — “п 8В) ° (38) 


{ другой стороны, имея интеграл (25) уравненияь 
4 (ь соз В) -- т, а (© зщ В) =0, (39) 


легко найти такой питегрирующий множитель Т. этого уравнения, что 
носле умножения на Г, оно приведется к виду 


у а[8-+ 5 (2)]=0. (40) 


Для определения Г, имеем очевидное равенство 


Га [4 (5 соз 8) + т, а (г эт В)] = а [8+ $(5)], (41) 
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ил которого без труда находим 
Гл (ть 083 — зщ В) с а3 = @3. (42) 
Следовательно 


Г, = ! (43) 


о (т, с0$ 3 — чт 3) ° 
Если теперь обе части уравнения (37) умножить на Г. то это уравне- 


ние примет вид 


а[8--$(5)]=Н. а тд, (44) 
где через М, обозначена величина, определяемая равенством 
__ (52605? 3 — а*) т, — 0? 5пт 3 с0$ 3 = 
Н:=— ее ——. (45) 
Обозначим через Но значение Н, при в =’, В==0. Имеем 
1 
1 т 
Неер (М —1)*. (46) 
Уравнение (44) преобразуем следующим образом: 
$ 
а [8-9 (г) = На в + (Н, — Нь)@ т 3. (47) 


Возьмем теперь в области возмущенного потока произвольную точку 9 
и проведем через нее характеристику первого семейства. Точку пере- 
сечения этой характеристики с ли- 
нией скачка уплотнения обозначим 
через А (фиг. 6). Интегрируя обе 
части уравнения (47) вдоль прове- 
денной характеристики от точки А 
до точки 5, получим 


3, 
В.о (5) — в —< (5а) = Нью (1 ОЕ 
9 3 
ей п 35°.) + \ И та а) Ги тои 9, (48) 


АЗ 
где через 3., с., 05 обозначены Фиг. 6 


соответственно значения В, 5, 9 В 
точке 9, а через Ва, ©, \ значения тех же величин в точке 1. 


Принимая во внимание соотношение (32), имеем 
ТИ Га ' о? 8 к о 
ба=й’ (1 -- 6,3 + 6.Ва + ВзВа + 6.Ва- ...). (49) 
Введем в рассмотрение величину 6.1, определяя ее при помощи разло- 
жения (35) следующим образом: 


ба (1-- БВ 1 6,35 - 65а - 68а —- ...). (50) 
По самому определению величины га! Имеем 
За-Н $ (ва1) = (%). (51) 


При помощи формул (49). {50), (51) преобразуем выражение В. {$ (га) 
следующим образом: 
Ва --Ф (ва) = ва $ (51) $ (60) — $ (61) = (®) + $ (5а) — $ (6а1) = 
| 
| 


-в" (%®) - [(20—#) — (ги —®)] + ...= 
= 9 (*) т (%) [(6; — 63) 8+ (5. — 6) + 
9?" (®) 6, (6; — 63) ба в. (52) 


9 Известия ЛН. Серия математическая, № 5—6 
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Вычисляя $’ (4) и <" (%), получим: 


й 1 г 
О ЕВ а 
и 2 Е 
о (54) 


При помощи формул (52), (53), (54) легко находим 
1 т 2. в 1 о = 
а (ви) =) - [ыы (6-8 | № +5. 65) 


Проведем через точку 5 линию тока. Точку пересечения этой линии 
с линией скачка уплотнения обозначим через Р. Так как вдоль линии 


тока функция ® постоянна, то 

ео. (56) 
где через 9› обозначено значение # в точке Р. Логарифмпруя обе части 
соотношения (33), приведем его к следующему виду: 


= а 4-55 -... (57) 
Значения коэффициентов А, [5... пам в дальнейшем не понадобятся и 


поэтому мы их выписывать не будем. 


Пользуясь формулами (56) и (57), легко убедиться в том, что 


м т 
п и ]п $. = (35 ва) я 4 ( (> = ва) = $5: (58) 
0 0 ® 


где через В, обозначено значение В в точке Р. Предполагая, что к инте- 
гралу, стсящему в правой части соотношения (48), применима теорема 
о среднем значении интеграла, легко найдем * 
сн, — даю, = (Й,—Н,о) ®—®) +5 (59) 
А 
(при выводе этого соотношения нужно иметь в виду, что Й, — Нь=:,). 
Здесь через Й, обозначено значение Н, в некоторой точке, располо- 
женной на рассматриваемой характеристике между точками А и 5. 
Пользуясь равенствами (55), (58), (59), приведем соотношение (48) 


к следующему виду: 
1 ‚3 2, Иа р а 
вое) — 5,5 +56 --—, (,—59] @+ 
+ Нов (Вр — а) + Но И (Вь — №) 5 (Й, — Ни) (№ — вв) + +5. (60) 
Обозначим через В точку пересечения рассматриваемой характери- 


стики первого семейства с обтекаемым контуром. Применяя формулу (60) 


к точке В (что возможно, так как точка 5 была выбрана произвольно), 
получим 


(ры) 9) быв [6 -- (в 
+ Нь (№ — №) + Ной (в — 84) 5 (Я, — Н,о) (8 — В) = (61) 


о Ве этого предположения можно было бы принять другое, несколько 
более общее, допустив, что участок 45 рассматриваемой характеристики может 
быть разбит на некоторое конечное число участков таким образом, что на каждом 
получившемся после разбиения участке к исследуемому интегралу применима 
теорема о среднем значении интеграла. 
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где через Зь, оь обозначены соответственно значения Виш в точке В, 
а через В, — значение В в точке О. 


Перейдем теперь к построению выражения для 8.. Из формулы (60), 
имеем 


ВЫ (сн) = (%) + =, (62) 
Из соотношения (62), пользуясь формулой (35), получаем 
ов (1-Е, Вь | 6, В») | =. (63) 


Обозначая через ть; значение /%, в точке 5, найдем при помощи фор- 
мул (19), (63) 


1 
с > К Н р =ог 
а И 1 М4 (М? —1) "В -| => = е, + 2е.В‹ +=. (64) 


Аналогично тому, как было построено соотношение (47), выполняющееся 
на характеристиках первого семейства, может быть построено соотно- 
шение 


а[8—3(5)]=Н»ьа № 


В ы 
к + (Я, — Ны) 4 т, (65) 


выполняющееся на характеристиках второго. семейства. Здесь через А’, 
обозначена функция, определяемая равенством 


Н.= (5? с05? 3 ее. 42 Е $11 3 с0$ 3 ь (66) 
(&— 1) 5? 
а через Н»о — значение этой функции при 8=0, о=ю. 

Проведем через точку 5 характеристику второго семейства. Точку 
пересечения этой характеристики с обтекаемым контуром обозначим 
через О. Интегрируя обе части уравнения (65) вдоль проведенной 
характеристики от точки @ до точки 5, получим 


: 9. $ $ 
вы Ва [4 (65) — 9 (ва) = Но (т о: ше) + ((Н, — Ны) 9 т уу, (67) 
95 


где через Ва, 0, Йй. соответственно обозначены значения В, 0, 8 в 
точке О. Так как обтекаемый контур есть линия тока, то 


= 9%, (68) 


где через 9©) обозначено значение 8 в точке О. Предполагая, что 


к интогралу, стоящему в правой части равенства (67), применима 
теорема о среднем значении интеграла, легко найдем, используя фор- 
мулы (56), (57), (68), 

88 — Ви [9 (2:) —9 (54}] = зз. (69} 


Ва (пи) = (®) + =. В 


Вычитая из равенства (62) равенство (70), мы придем к следующему 
соотношению: 


8; — Вч-+ [$ (6) — $ (с4)] = зз. (71) 


-б 
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Из формул (69), (71} следует 
5 = Ваз. (72) 
Возьмем на линии скачка уплотнения произвольную точку Ё (фиг. 7) 
и проведем через нее в области возмущенного потока характеристику 
второго семейства. Обозначим соответственно через Ву, 7; значения 8, т, 
р в точке Е. Применяя формулу (64) к 
= точке ^, получим 


ть; = 6 + 26, Ву-| зо. (73) 


я а 
Обозначим через в угловой коэф- 


фициент касательной к линии скачка 
уплотнения в точке РК. Из соотноше- 
ния (34) следует 


(11), =е-+ а +. = (14) 


Фиг. 7 Сравнивая между собой формулы (73), 

(74), мы видим, что приведенная харак- 

теристика второго семейства и линия скачка уплотнения при пере- 
сечении другс другом образуют бесконечно малый угол. Кроме того, если 


> 0, (75) 


то касательная к характеристике второго семейства, проведенная 
в точке ЁР, наклонена к оси Х болыше, чем касательная к линии 
скачка уплотнения, проведенная в той же точке *. 

Обозначая через Г, точку пересечения рассматриваемой характери- 
стики второго семейства с обтекаемым контуром, а через 1 абсциссу 
этой точки, имеем 


Я = 


©) 


| - (76) 
Пусть В, обозначает значение В в точке Г,. Пользуясь соотношениями (5) 
и (76) и формулой Маклорена, получим 


В = В» (0) + В» (0) зи - вз- (77) 
Применяя формулу (72) к точке В, находим: 
ее. (78) 
Из соотношений (77), (78) вытекает 
Ву = Вк (0) Е За (0) же - в. (79) 


Так как точка ЁР была выбрана на линии скачка уплотнения совер- 
шенно произвольно, то при помощи соотношений (74), (76), (79) для 


* Легко показать, что если линия скачка уплотнения не испытывает изломов 
и, кроме того, выполняется условие (30), то на этой линии не может иметь место 
неравенство 3 < 0. Действительно, в противном случае линия скачка уплотнения 


испытывала бы излом, так как при 3 < 0, условие (34) должно быть, в силу теоремы 
Цемплена, заменено условием 


а 
= (ие. + 0,81 —...). 
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этой линии может быть получено следующее дифференциальное урав- 
нение: 

РЕ в, (0): 80 
дв = бо | @1Вь 0) - <. (80) 


Следовательно, уравнение линии скачка уплотнения может быть пред- 
ставлено в такой форме: 

у = [ео  е1Вь (0)] 2- =». (81) 
Применяя формулы (64) и (72) к любой точке, расположенной на ха- 


рактеристике второго семейства КЁ, легко найдем дифференциальное 
уравнение этой линии в следующем виде: 


4 ‹ 
ы = ео 20184 + =. (82) 
Пользуясь формулами (76) и (77), это уравнение можно записать так: 
ау а 
а = в + 2е1Вл (0) + (83) 


Следовательно, уравнение характеристики РГ, может быть представлено 
в форме 

У = уе [65 - 2е,Вь (0)] (#— 21) + =», (84) 
где через у; обозначена ордината точки [.. 


С другой стороны, принимая во внимание формулы (3) и (76), 
имеем | 


у | 18 (2) 4% = +. (85) 


Пользуясь формулами (85) и (76), приведем уравнение (84) к виду 
| у = [е. Е 2.8, (0)] #— ео + зв. (86) 


Применяя формулы (81) и (86) к точке К ип обозначая через ту, у/ 
координаты этой точки, получим 


ул == [ео - е1Вл (0)] / - =», (87) 
= [0 + 2е,3» (0)] х/ — с, - =. 
Из соотношений т легко находим 
д = В ауВь (0) + =.. (88) 


Подставляя в правую часть равенства (79) вместо 2х, его выражение 
из формулы (88), получим 


у = в (0-1 зуб» (0) 8% (0) +=». (89) 


Обозначим через 2, Уа координаты точки А, а через хь, у коорди- 
наты точки В. Применяя формулу (89) к точке А, придем к следующему 
результату: 


Ва = Ви (0) -- ’ ди (0) ВА (0)  вз. (90) 
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Выразим х. через хь. С этой целью напишем, пользуясь формулами 
(14) и (18), дифференциальное уравнение характеристики первого 
семейства следующим образом: 


а ! 
Че = НЕО (91) 


Пользуясь формулой (91), представим уравнение характеристики пер- 
вого семейства АВ в таком виде: 


= 6—6 (2— ть) =. (92) 


Принимая во внимание формулу (3), имеем 
хь 


уь= } 188% (2) 92 =. (93) 


Следовательно, уравнение (92) можно записать так: 
у= —6 (5 — %ь) + з1. (94) 


С другой стороны, уравнение (81) линии скачка уплотнения можно 
представить в форме 


У = вот - 1. (95) 
Применяя формулы (94) и (95) к точке А, получим 


Уа«= — 6% (Ха — %ь) - в1, \ 


96; 
Уа = @оТа | 31. } ( 
Из. уравнений (96) легко находим 
== +=. (97) 
Следовательно, 
В = В» (0) >. г, ьВь (0) Ви (0) зз. (98) 


Вставляя найденное выражение для В. в правую часть соотношения 
(61) и заменяя в этом соотношении, на основании формулы (5), В на 
В» (0), получим 


Вы Еф (5ь) =$(®) == (- 63) В (0) — Г В.) ыы (5, 55) В©) Н. 
= 55 р + Ни | 2,8 (0) В» (0) + <. (99) 


Пользуясь разложением тт из соотношения (99) легко находим 
вы {1-Е В. Вь + 6,8 В.В + 6585 + (6, — 65) (0) + 
+[5.-# 5: 6,-5) ] © 6-й ФЬ+ 
Че [6 — 5 НЫ] 258% (0) 8 (0) } зв. (100) 


Заменяя в формуле (100) ъь, 8ь, хь соответственно на г, 8» (2), х, мы 
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придем к следующему окончательному выражению для скорости на 
обтекаемом контуре: 


Б=# 1 ВВ (2) +, (2) + 682) + 548 (2) +6 —5) (© + 
+[&-5-5: 6-8] 0+5 -/аФь я 
Че [в — 68 - Н 56] 28% (0) 85 (0)} 55. (101) 


Перейдем теперь к выводу формулы, позволяющей вычислять давле- 
ние на обтекаемом контуре. Ясно, что 


=. (10 
Ро 
Кроме того на обтекаемом контуре имеет место соотношение 
т =9%®. (103) 


Пользуясь формулами (7), (10), (21), (23), (102), (103), легко получим 
следующее выражение для давления на обтекаемом контуре: 


1 к 
ве 9 ПАГ, _ К зи _ 1 
|“ [М 2-1). (104) 
С другой стороны, в силу условий (5), (33), выполняется соотношение 
о 
АВА (0) Е (0)-2.. 1 (105) 


$} (0) 
Вставляя в правую часть формулы (104) вместо о и 5_ их выражения, 
0 


взятые соответственно из формул (101), (105), мы получим после эле- 
мептарных преобразований искомую формулу для вычисления давления 
на обтекаемом контуре: 


р= Рь- 9 | 418, (2 ее )-Е а5Ва (2) + ааВь (2) -- 
лай (0) + изв (0) + азава (0) Вк(2) + лай (0) 84 (0) =] в», (406) 


где 
р 2 
а 2-5 — еуш= 
7 
Ш ЖИ -> 1. ЗК А —5 а 
=^1 и 1) (+ М М); 
2 
ба —2(6. в (63 — 8: = КЕ 1 М? 
-5 ОМ 10 — ЗА + 6% — пл. 
— М4 (М?—1) т и, М?+ Е М4 + 
9— 742 + 243 ЗА 32 — 48 з^, 
— 16 ка 32 М }; 
: Е. о Ка 
аш = (65 — 8) ( 2М%, — 28, 4+ = — М8 (М?—1) + 
7-2 — 5%, АЗК 68 — #3 па, 3—7 — 78а + ЗА 
пе кира АН: 24 — +" 96 м); 
Зе, | 
и > (6; — 8 Наб) = 


(Е 1) ей в 
= Ме (М — 1) * (фа еы М+ м*). 
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При х=0 формула (106) Е вид 
р= Ро-+ 4 [алк (0) - аВ» (0) { аз ;3° (0) + аа (0)] + з, (107) 


где аз=а: аа, и - аза. 

Формула (107) может быть использована для вычисления давления 
на плоской пластинке, составляющей с невозмущенным потоком угол, 
равный В» (0) 

Для того чтобы выделить в правой части соотношения (106) те члены, 
которые зависят исключительно от наличия перед обтекаемым конту- 

ром скачка уплотнения, допол- 
Я ним рассматриваемый обтекае- 
мый контур дугой О’О конеч- 
ной длины таким образом, 
чтобы эта дуга в точке О каса- 
лась обтекаемого контура, а в 
точке 0’ имела касательную. 
параллельную оси Х (фиг. 8). 
Так как обтекание такого допол- 
ненного контура совершается 
без образования скачка уплот- 
нения (угол наклона скорости 
Фиг. 8 на обтекаемом контуре и про- 
изводная от этого угла по: абс- 
циссе предполагаются нами бесконечно малыми), то при вычислении 
давления на этом контуре можно пользоваться формулой (29). Сравни- 
вая между собой формулы (29), 
(106) и обозначая через Арзозз 
давление, обусловленное нали- 
чисм скачка уплотнения, полу- 
чим 


Арциз == Чана (0) - азаВА(0) 
--аза ВА(0) Зи) + аза (08% (0)] + 
- 5. (108) 

В выражении для Арцоз в 
свою очередь можно выделить 
член, зависящий только от 
вихреобразования, обусловлен- 
ного наличием скачка уплотне- 


у 


Фиг. 9 


ния. Для того чтобы ото сделать, дополним обтекаемый контур ОС, 
прямолинейным отрезком касательной к этому контуру, проведен- 
ной в точке О (отрезок О’О на фиг. 9). При обтекании контура 
0’ОС, линия скачка уплотнения образуется, но эта линия есть пря- 
мая (прямая О’С,), благодаря чему явление вихреобразования не имеет 
места. Вычисляя давление на участке ОС, уоВа 0’ОС., находим 


Р= Ро 9 [а, В ( 2) а, (х а В (1) + а.3и (х) + 
+ алаВ» (0) + азаВь (0) -- аза 8% (0) Ви (2) + 5. (103) 
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` ъ` 

Сравнивая между собою формулы (106) п (109) и обозначая через 
АРго, давление, обусловленное вихреобразованием. вызванным нали- 
чием скачка уплотнения, получим 


Арно, = Чаза ВА (0) 5 (0) - =. Оо 


Ш 


Применим теперь полученные результаты к вычислению подъемной 
силы и лобового сопротивления плоского крыла с острыми передней 
и задней кромками, помещенного. в сверхзвуковой поток ‹ постоянными 
гидродинамическими элементами. 

Начало координат О поместим на передней кромке крыла, а распо- 
ложение осей координат, направление скорости невозмущенного потока 
и правило знаков при отсчете углов будем считать такими же, как 
и в предыдущих исследованиях. | 
Отрезок ОС», соединяющий перед- 
нюю и заднюю кромки (фиг. 10), 
будем называть, как это принято 
в теории крыла, хордой крыла. 
Длину последней обозначим через 
Т, а угол, образованный напкрат- 
чайшим поворотом от положитель- 
ного направления оси Х к вектору 
И взятый с соответотвующим 


знаком, — через 3. 


Форма иееледуемого нами кры- 


Фиг. 109 


ла определяется двумя обтенаемы- 

ми контурами. обладающими двумя общими точками С п С. Сравнивая 
меду собой при одной и той ие збсциесе ординаты точек. располо- 
женных на этих контурах. назовем «верхним обтезаемым коптуром» 
тет, у которого во всякой точке, исключая точки О и С5, ордината 
будет больше, чем соответетвующая ордината другого контура, которй 
мы назором «ишжиим собтекаемым ковтуром». Функцию 9:(7) для верх- 
него обтекаемого контура обозначим через 2,(7), а для ниишего — 
через Зи (2). 

Возьмем на хорде крыла произвольную точку А. Расстояние ОА 
обозначим через 2. Через точку А проведем прямую, перпендикуляр- 
ную хорде крыла. Точки пересечения этой прямой с верхним и ний: 
ним обтекаемыми контурами обозначим соответственно через Ль и Аи’ 
$! точке А, проведем единичный касательный вектор 1, а в точке 
А„- одниючный касательный вектор и. Векторы & и & расположим 
зиким образом. чтобы их проекции па направление ОС, были полойле 
тельны. Углы в раднанах. сбразованиые напкратчейшими поворотами 
от вектора ОС, в векторам Ё; и и, взятые с соответетвующими зиа- 

(. 


И“ У . /. сс в с 7 8) го т: 
нами. обозначим соответственно через 9, и Вь. Ясно, что р, и ви можио 
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рассматривать как функции от #. Значения `В, и В» в точке О обозна- 
чим соответственно через Ви и Вно, а значения производных по { от 


в и Вы в той же точке — через Ви и в. 
Абсцисса х точки А, вычисляется по формуле 


Й 
= 1603 В — чт В [ $5 В» ЧЕ, 


(111) 
0 
а точки А, — по формуле 
Г 
= 608 В — зт 3 \ 0 Зы 4$. (112) 
0 
Значение функции Вьь (2) в точке А, определяется из равенства 
Выв (+) = ВВ, (113) 
а значение функции В,н (2) в точке Ан— из равенства 
Вьы (2) =8- Вн. (114) 
Кроме того имеем соотношения 
т 
шва 0, (415) 
0 
й 
(4 =0 (146) 
б 
Предположим, что В, а также 8», В, и их производные по & суть 
бесконечно малые величины. Из соотношений (115), (416) легко 
находим 
Я т 
1 3 
= а Че», (117) 
0 0 
т т 
1 з 
| В. а ера \ Выаё НИС (113) 
© о 
Переходя к вычислению подъемной силы и лобового сопротивления 


рассматриваемого нами крыла, заметим, что ма верхней стороне крыла 
образование скачка уплотнения имеет меето тогда и только тогда, 
когда. 


В-Е В. > 0, (4) 
а на нижней — тогда и только тогда, когда 
ВАО < 01 (120) 


Введем в рассмотрение величины 41в, 4эп, @зи; Чам, определяя их следую- 
щим образом: 
а 


@зв —= @за , (121) 
Азь = @аза , 
Ч ав — а4а ,› | 
если 8-- Во 0: 
@1в = @ь == Чзв = Ч; = 0, (122) 


если В-- Зо < 0. й 
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Аналогичным образом определим величины али, аи, азн, аи: 


@1н = аа; 
эн = @за , 
. 12 
Чзи = аза, | ) 
Ч зи = Чза, | 
если В--Вшь < 0; 
@1н = 42 = @зн == а4н = 0, (124) 


если В-- Ви = 0. 
Обозначая через р, давление на верхнем обтекаемом контуре, 


а через р„—на нижнем, легко найдем при помощи формул (106), (124), 
(122), (123), (124): 


Рв = Ро-Е 9 ее (2) пуб (2 (2) а НЕ ак (2) аз 88 (0) + 


-- ав 8 В (0) -- аз Е (0 )8 кв (х ) —- дав 8" (0 ) р (0 ух 2] —е. (125) 
Рин = Ро 9 [—а1Зкн (5 анк (2 2)— аз Чин (2 ) + аа В Е: т) анк (0) 
+ аа Вы (0) -Е авы (© ) В кн (2 2) - аанВ ЕО ) Вкн (0 ) 2] - ©5.- С (126) 


Пусть Б’ обозначает главный вектор гидродинамических сил, дей- 
ствующих на единицу длины (по размаху) рассматриваемого нами 
крыла. Имеем 


В рп аз. (127) 


где через п обозначен единичный вектор внутренней нормали к контуру 
крыла. 

Введем в рассмотрение безразмерный коэффициент подъемной силы С, 
и безразмерный коэффициент лобового сопротивления С,. Эти коэф- 
фициенты определяются по формулам 


С У т: ) (128) 
г. — (129) 


где через Р, и Р. обозначены соответственно проенции вектора Р 
на ось У и обь Х. Из формул (127), (128), (129) находим 


1 ( 
1 Л 
те = р 130 

С т рваж- от Виа (130) 

1 1 
РЕЯ ый \ в Зин (2) @#— з | Ри Зк (2) ах, (131) 
А ат Рв 0$ Ркь (: ` ат ими ) 

0 о 


где через / обозначена абецисса точки С›. При помощи формул (111), 
(112), (143), (144), (447), (118), (425), (126), (130), (131), после элемен- 
тарных преобразований, получим 


С,= Си НЕ С» Е Св Си-Еъь, (132) 
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Е ре к -- ЗЕ - т 


Сз = (Ч. 2аз) Г (8 о 1 (8-1 Е Во) = 


Т 
1 з г з 
—— а \ (3=-- Зи) А чи) \ (Зы Ви) ЧЁ 
о 
Са = —@эв( В Эво) Г ап (3 Е и азьЗ (3 я Вво): Е 


И Е й И й 30’ 
—Е азн 8 3 (3 | Вне)? 5) Ч4в (3 В0)° Во 5 аи (9 - Зио) Впо = 


Е 
Г 
—# (ав 
0 
Сх= С Е С хз ее Са 5 25 (133} 
где 
у 
Ск = 2. | (Вы + 8н) 4, 
1 } 7Й 
ба (9 ар 4 ( (93 _— 8) а 
3— т © Чел \ (3 8) 1 


М т 
Са — (2, а = ) 1 -- ав 2 (3 Е Эва) -- ан в (8 -- В. в -- 


+т (6—9) Св А м (98-88) 4-Е 
0 


К 
Е (= 9) (8 == За) ) ЧЕ. 

0 

Расемотрим пример. Пусть 
й==1805: М = дк. (134) 
"Гогда (- в. о не 
1 

и =: (М-—1) *=:1.189; ) 
а = (112 — 1)" (2--2 М? + 1.203 414) — 2.296; 


аз = (22 —1) * (1.333 —2 М*+- 4.008 Ма — 1.815 М8 -- 
-- 0.4008 11°) =- 3.082; 

иа = (М*—1)-° (0.6667 — 0.6667 М*--5.616 444 — 3.824 М8 
+-2.969 №* — 0.7840 21% -0.07992 11°) — 8.290; 


«ла == 1.203 14 (2—1) —- (— 0.3333 +. 0.2658 М? = с (185) 
— 0.03271 1“) =. 0.2766; 
за = М4 (М*—1)-° (— 1.203 + 1.317 М? — 0.6434 М4 
+ 0.04556 М8 -- 0.04855 118) = 0.4448; 
аза =: М8 (М*—1)°(—0.4008—0.0025 М2 -- 0.3869 М4 — 
— 0.1285 М8) = 0.3318: 
ааа =: 0.36045 М3 (41? -- 1) *(—1+ 0.7975 М? 0.09843 М4) = 
= 0.9035. 
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`Зададимся функциями 3,, ВЕ 


г 
е) 
2 


ВАО, } 


(136) 


Кроме того предположим, что 
ВО. (137) 


Форма и положение профиля крыла, определяемого соотноше- 
ниями (136) и условием (137), изображены на фиг. 14. Легко видеть, 
что прямая 5,5,, проведенная перпендикулярно хорде крыла через 
середину этой хорды, является 
осью симметрии рассматриваемого 
профиля. Из соотношений (136) 
и условия (137) имеем 


В- Вьо = —В> 0, | 
В-+Вь=В < 0. | го 


Следовательно 
ав = а1н =@а =0.2766, 
ав = ан = @аза = 0.4448, 
азв = азн = аза = 0.3318, 
ав = @4н = ааа = 0.9035. | 


Фиг. 11 


Пользуясь формулами (132), (133), (135), (136), (139), получим 
сам 4 ° | 
ЕЕ (ча — 544+ 2аы + 2ам ) 8 Ве, = 


ЕЁ а ` 
= — 3.5788 — 3.061 № — 14.328 — 82.73 +... (140) 
С. = 2 а? + 4а,В Е +54) И+ь= 
—5.953 5? -- 9.184 53+ 40.8 54+. 1 
Пусть 
РА, ‚ (141) 
Т=100 см. } 
Тогда 
= 0.2930 = 
142 
С.—0.04168. | о 
Зная С,, С,, Ти 9, легко находим 
РОО, 41 Э вым, 
у — 91 бу / (143) 
Рх=9ТСк=6,84 кг/ем. |) 
Научно-иссл. институт математики и механики Поступило 


Ленинградского гос. университета. ШУ. 1939: 


696 А. рОМОУ 


ЛИТЕРАТУРА 


Меуег ТЬ., ОБег хуе1анпепз1опа!е Веуесапозуогойпсе ш ешеш аз, 4аз ти 
Оъегзсва|сезсву1та1е кей эёгбш, Рогзсв.-АтЬ. Тб -\ез. № 62 (1908). 

Ргапа%1 Г., Визетатп А., МАБгипезуег!авгеп зиг 2е1свпег1зсвеп ЕгтИЯпия 
уоп еЪепеп гбтипсеп ши ОъегзсваЙеезсвупаекецеп, Бю4о!а Еез4зсвтИи\, 
Гатсь 1929. 

з Аскегеф [., Саздупапик, Напарась аег Рвузк, 19, В. УП. 


“ Визетапп А., Аегодупатизсвег АзНт1еь Ъе? ОЪегзсваЙвезсвуут кей, Гай- 
ГабтУотзсвио8 (1935). 


А. рОМОУ. А РГАМЕ УТХ@е УИТН ЗНАКР ЕРСЕХ ТХ А ЗОРЕВ-ЗО0М1С 
УТВЕАМ 


ЗОММАВУ 


[п 1№е ргезепф \огк Ше ргоет о! а По\ о{ змеаш оГ 14еа| хаз 
агоип4 а {№1 \ушо аб зтаП апоез оЁ аЦасК 13 туезисаце4, $№15 этеат 
реше зваррозе4 {0 Бе (\о-4итепз!юпа|, заопагу, зарег-зоп1с ап4 Черг- 
уе4 о! Веа*-соп4исоп 

[1 Бе ша] рагь оЁ {Ъе жогК, 1Ъе ргоешт 15 звайе4, ап@ Ше \уеП- 
Кпо\уп гезаз обате4 Ъу АсКегец, Ргар@  апа Визетапи аге сце4й. ТБезе 
гезаз, аз Кпо\п, аге обаше оп \\е Ъаз1з оГ {Ъе рофепйа| зирег-50п1е 
театз {Веогу, У№сЬ 15 Гопп4е4 оп \№е ех1з{епсе о! ицестае сот 1- 
паМопз о[ сВагасфег]зсз о! ЧИТегепиа! едиа\опз сопсегилио 4613 рго- 
Ыеш, ап@ ш \В1сВ зоше ресаПагИлез о! \№е Чупашиеа] сопа\лопз оп 
Те Ппе о! {Фе зБос-мауе аге иие4. 

п фе зесоп@ рагё {Бе арргохипаце зоаНоп оГ Ве ргоШеш 13 з1уев 
\ИВ ап аПозуапсе Гог уогех-[огтаМоп сайзе@ Ъу \Ъе свапое о! ещтору 
а]опх фе зВос-\ауе, \уВеп теседшо Чтош Те 1еа@шс е@зе о! 
Фе \ушб, пеаг \№Мев 15  зВос-уауе 13 Гогмед. Еог 4513 риг- 
розе АШГегеп а]! ечиаотз о! сфагас!ег1з\1сз поп адтлйте иицеотаЫе 
сотЬ1па!отз аге 140 Бе Чеа\ \и»Ъ. ТЬе зо1айоп 13 обашеЯ Бу теапз 
оГа взреса1! тепо4е, \Мей епаез 10 ИЙп@ \№е арргохипа{е ицесога е 
сот 1таНопз о! @1Негеп\а! едиайопз о! Те спагасцег13 сз. Тве оБ{а1- 
пе сотЪ1пайопз. 1еф из 10 гесетуе \\е арргохипаце {огта]а оЁ ргеззаге 
шт апу ро\ о{ $Ве сопбочг о! бе уше шуезиса(еа. Егош (13 {огра 
\е 1егт 15$ еазПу зестесайе Череп@те ехошзуе]у оп \Ме уомех- 
огт|айоп, сашзей Бу \№е сВапое о[ епгору а!опо Це зВос-\мауе. 
Тье сВагасцег1зс азитейой о! Мз 1егт оЁ Фе оЪ{аше@ Гогша]а о! 
ргеззиге {гоп Ве о(тег опез, 13 (аб и шеа4ез Ве сагуабаге о? {Зе 
\1пс сопбойг аб {Ве 1еа4 тс е4ае ап4 (Ъе @4136алсе тот 413 е4се пр 10 
Ве @етепт о! фе \утя !ог \№еВ \Ве ргеззиге 15 са1са]а1е4. 

— 1 Це 11а рагё оЁ {Ве \могК 1Ъе ехргеззлопз {ог ПШ ап@ газ сое[- 
Полепёз о! {Те уше аге слуеп, оп {Ве Базе оЁ \1е Гогиа оГ ргеззаге 
оБба1те ароуе. п сопеЙазлот а. патег1са] ехатре 13 а е4. 
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Серия математическая Зее таПетаНаие 


Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ 


ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
РАЗНОСТНЫМ МЕТОДОМ 


[Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе выводится общая формула для приближенного интегри- 
рования обыкновенных дифференциальных уравнений. Из этой формулы 
выводятся формулы Фалкнера с общим выражением для коэффициен- 
тов и получаются формулы для остаточных членов. Кроме того из об. 
щей формулы получаются и новые формулы. 


$ 1. Введение 


Пусть нам дано одно дифференциальное уравнение порядка 7 с одной 

неизвестной функцией у от независимой переменной х 
п 
(р, 1, Е О. ая Я 90). (1) 

Пусть ищется интеграл уравнения (1), определяемый начальными 
условиями: при Х= 1% 

У=Ух У =, 4... , У" =у-ь. 

Пусть, кроме того, существование искомого интеграла предвари- 
тольно установлено. 

Рассмотрим интервал (5, Х); предположим, что Х > 2, и разобьем 
рассматриваемый интервал на № равных подинтервалов (Х — 2 = 11). 
Пусть в эквидистантных точках интервала (5., Х) 

2 2-РА, ЖЕ 2... ар, а 
нам известны значения искомого интеграла и его производных до п-го 
порядка. 

Известно, что для численного интегрирования дифференциального 
уравнения (1) достаточно преобразовать его в систему дифференциаль- 
ных уравнений первого порядка посредством введения новых пере- 
менных: 


ау а 

д Рь 

ар: _ 

4х ры 

АР» 

= (2; У, Ры Раз... Ри-1), 
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составить п исходных таблиц разностей значений функций ру, р, .... р, 
и выполнить параллельное интегрирование всех уравнений, входящих 
з состав полученной системы, с помощью формулы Адамса * 

Фалкнер (?) дал новые формулы интегрирования дифференциаль- 
ных уравнений 2-го и. 3-го порядка. Его рассуждения позволяют вы- 
вости формулы для вычисления значений интеграла дифференциаль- 
пого уравнения любого порядка. При применении формул Фалкниера 
нет надобности в замене данного дифференциального уравнения равно- 
сильной системой уравнений и в составлении й таблиц разностей значс- 
пий функций у’ (7). у’ (1), ..., 909 (<), а достаточно иметь одну таблицу 
разностей у”(х), где п-— порядок данного уравнения. Рассуждения 
Фалкнера не приводят к общему выражению для коэффициентов выво- 
димых им формул и не дают точных выражений для остаточных членов. 

В этой работе мы даем общую формулу для интегрирования диф- 
ференциального уравнения (1). Из нее легко выводятся формулы 
Фалкнера с общим выражением для коэффициентов и получаются 
формулы для остаточных членов. Кроме того из общей формулы полу- 
чаются и новые формулы, более удобные для практических вычисле- 
ний, чем формулы Фалкнера. 

С целью сокращения записи условимся писать у) вместо у<®) (а Е 11), 
где & принимает только значения 0, +1, +2,..., и будем обозна- 
чать конечную разность г-го порядка функции у“(5) в точке х=а-- 


+ символом А’у®, т.е. положим 


АУ = Ау (а + #1). 
Образуем. таблицу разностей 


а—А р у" . 
ду) 1 

ре у дв") Е 
ду Азу®) 

а—2% У ду") чу) 
лу®) ду") 

а—й У ее Ау (") В 
у") ь 

а у” Е 

а--й у) 


Как видно из этой таблицы, символ "у" указываег и на поря- 
док разности и на ес место в вертикальном столбце: разность А”у” 


получается при вычитании числа А” у”) из числа А”-№/®, и находится 


83 т—1 = 
на строке, промежуточной между 4” у” и А’, из которых она 


образуется. 


* См., например, (1), стр. 413. 
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Ниже мы выводим формулы и показываем, что эти формулы, только 
что составленная таблица и уравнение (1) могут быть использованы 
для последовательного вычисления значений функций 


О О. аю 


при т= “ай для какого угодно порядкового 5. 


$ 2. Общие формулы интегрирования 


Рассмотрим однозначную функцию у (12) вещественного переменного х, 
которая в замкнутом интервале (х., Х), где Х2 ху, имеет непрерыв- 
ные последовательные производные вплоть до того порядка, который 
используется ниже при выводе нужных нам формул. 

Пусть функция у(5) во внутренней точке а интервала 2 = х<Х 
принимает вместе со своими производными до (п— 1)-го порядка соот- 
встотвенно значения у (а), у’ (а), ..., у®-® (а). 

Прилагая к 9“ (2) (Ё < п) формулу Тейлора, в которой остаточный 
член будем брать в интегральной форме, и продолжая разложение до 
членов (п — Ё)-го порядка, мы можем написать 


п-Е—1 г 
уе» 1 
ие Хе | 0" 
= а 


Положив в этой формуле х=а- ай и сделав замену переменного 
:=а-, мы получим 


п —1 


ХХ 
У (а-м)= У = Я 


5"  ( 
Е] \ (х — #)" "1 ут (а 20) 4. (2) 
( 


Заменяя в (2) й на (—1), заключаем, что 
п-&—1 


уа—= У С а) + 


).=0 


п № Е 


0 


Задача состоит в таком преобразовании формул (2) и (3), чтобы 


они давали возможность определять 
(%—1т) 


Ут, 1, ео 5403 11 
по значениям 


О (т) (К В 
И во, 
Для сокращения записи введем два полинома степени *: 


О... ОАО, 
а). @— АЕ). 


При ^ =0 мы прилишем этим полиномам значение 1. 


10 Известия АН, Сория математическая, № 5—6 
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Возьмем внутри интервала (5,, Х) точки... а—й, а. ай и 
выпишем интерполяционные формулы Ньютона: 
ту 5 
=» х Ест ее 
у (а 11) = № ПЕК у + ал Ат (арий), (4) 
^=0 
Е С де О 
О т рей 
^—=0 


где < содержится между наибольшим и наименьшим из чисел 0, —ь, &, 
а < между 0, г, 2. 


Задача вычисления у:, /!,..., У”-П по значениям ... р у 9” 
и у (Е=0, 1,..., п 1), очевидно, будет решена, если мы подставим 
в (2) значение у”(а-- 21) из (4). Получим 
ВХ г 
ища -- ав) = У ру а т У, оду + В, (6) 
^—=0 2—1 


где 


в. 
1 Ся 
с ее ЕЕЕи в — Б-р 
п Я 1) \е и 
0 


а 
рп Ег-1-—А 


ПАГ | о уе С 
о 


При «=1 получаем формулу 


п-Е . г 
в^ з (п 
9 (а-+*) = У, и (а) - А"—* № А у + В, (7) 
^=0 = 
где 
1 
ее 1 ` 1 А) 
АРЕН \ (1—2) А-а, (8) 
б 


1 
п-т 
В — 


не и \ [О ие Г дут": (а =й) 4Е. 


0 


Замечая, что (1—1)”"^—1 К-Э) не меняет знака в интервале 


0<:<1, полученный остаточный член можно, применяя теорему 
о среднем значении, выразить следующим образом: 
ие й 
о о \ И аНеен 
0 
где 3 означает некоторое число, заключающееся между —ги 1. 
Пренебрегая остаточным членом в формуле (7), приходим к фор- 
мУле 


пк . г 
Е й^ К-} 2%. п — 
У (а+ 1) У аи о. (9) 
^=1 
гле У{^) обозначает приближенное значение у (к =0, 4, 


Ах; (п) 
ал У^)\— приближенное значение разности А^у®. 
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Каждый член в правой части формулы (9) известен, так что мы 
можем отсюда найти числа 


‚ — 
Уно Во УСО 
Уравнение 


У = (евем уу 


дает возможность вычислить У®. 


а 


) 


Вернемся к таблице‘ разностей значений у” (5), помещенной на 
стр. 628. Число У" дает возможность прибавить новую косую восхо- 
дящую строку к этой таблице. Прибавив новую косую строку к таб- 
лице разностей функции 1” (1), мы можем повторить наши рассужде- 
ния и по отношению У“. Закончив вычисление чисел у мы можем 
перейти к вычислению чисел У ит. д. 


Подставляя теперь в (3) значение у”) (а — {#) из (5), находим 
пк 
и (а а) = У С а) + (—ю"- ‘Ув УЗВ, (40) 
^=0 
где 


= [ 
№— я \ (2— "ии аЬ 
0 


В —= [2 а ; 2 тиф (т -1-1) (п И) ее. / а 
ЕЕ (х ГА) 1 у (а — т, 1) 4. 
0 
При а =1 получаем формулу: 
п-—К 
В) у (п 
а) УЮТ У в. 4%" — В, (44) 
1 тт 
- 1 
о Е ПА ив ` 1-Е. ь 
г 6-9 (12) 
20 
1 
ГРА ы ь 
АТ г ЕЕ Аи, \ О О а. 


0 
Ввиду того что (1—1)"-^-! +0 не меняет знака в интервале 
0<{<1, остаточный член В можно выразить, применяя теорему о 


ереднем значении, следующим образом: 
1 


Е В ("НО (а—9 \ 1 И” +0 д: 
т ЕЕ 1) —Ф#—1)1 у ( а ) › 
где 9, означает некоторое число, лежащее между —1 и г. 


Пренебрегая остаточным членом в формуле (11), получим 


п Е т 
(—#)* -) =] х (п) р 
У (а) = У (а—1)— УЕ У (а) —(—№)"—* У ОЕ 
и—=1 ^=1 
(®) б „® 
Здесь, как и выше, У;’ обозначает приближенное значение у, 
‚ ^^ У") — приближенное значение разности А у”. 


10% 
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Теперь скажем несколько слов о применении формулы (13). Прежде 
всего заметим, что все разности, применяемые в формуле (13), лежат 
на одной и той же восходящей косой строке с у“) (а). Эта формула 
может быть использована для корректирования при- 
ближенных значений 95" (х), найденных с помощью 
формулы (9). 


$ 3. Употребительнейшие приближенные формулы 


Из общей формулы (9) мы можем получить в частных случаях 
некоторые общеизвестные приближенные формулы для интегрирования 
дифференциальных уравнений. 

Положив Е =0 и п=1, получим формулу Адамса (*) 


т 
У (@+1) =У (а) + АУ’ (а) +1 Уж № У». 
И! 
Коэффициенты ох могут быть вычислены при помощи формул (8); вот 
значения нескольких из этих коэффициентов: 


1 5 3 251 
ЕС "р ВУ о 14 — 790 › 
95 19087 _ 5257 _ 1070017 
75 — 588 , 18 — 60480 › 1— 127280’ 73 — 3628 800 
„,_ 2082 753 
2 719571600; ^ 


Положив А = 0 ип=2, получим формулу Фалкнера (3) 


к 
р е 
У (ав) = У (а) + АУ (а) У’ ам Уж у. 
^=1 
Коэффициенты я) могут быть вычислены при помощи формулы (8); вот 
значения нескольких из них: 


1 1 19 3 
т. пе а. а. 
„.— 863. и „.— 3393. _ 8183 
5— 10080’ в — 3456 › 7— 153600 › *8— 115200 ° 
Положив К =0 и п=3, получим формулу Фалкнера (2?) 
ра 13 . 
У (а-- 1) = У (а) ЛУ’ (4) + г У" (а) + У” (а) + в Уж уе. 


х=1 
Коэффициенты ах могут быть вычислены при помощи формулы (8); вот 
значения нескольких из этих коэффициентов: 


р И и: а жж 
БЕЯ 2— 540 › ‘3 — 750 › 74 — 5046 › 
РВ „8563 _ ЕТ 
5 40320? 6 548 400 › 7? 1814400 * 
Наконец, положив К =0, п=4, получим 
7 ’ #2 ” в 71’ 
У (а-- 1) =У (а) + ЛУ (а) + > а) ттт @ 


ЧУ" ФУ ау, 


\=1 
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Вычисление показывает, что 
^^ а ке 
"— 7 2 180 › 520. 
ле 089 „ __ 5849 _ 1501 
4— 5% 192 › "5 — 1814 400 › 76 — 518 400 ° 


Из общей формулы (13) мы можем получить в частных случаях 
некоторые приближенные формулы, представляющие практический 
интерес. 

Положив  =0 ип=1. получим формулу Лапласа 


У (а) = У(а—№) лу’ (а) НУВ У... 
А 


Коэффициенты В могут быть вычислены при помощи формулы (12); 
вот значения нескольких из этих коэффициентов: 


4 4 И 
= А. В = Эдо 
Е вы ры" 
Га 720 › ы 160 › гб 60480 ’ 

= 275 _ Е О в — 57 281 
р 94 192 › а 3628800 ° = 7957 600 ° 


Положив А =0 и п==2, получим приближенную формулу 
2 : > 
У (а) = У@— №)’ (а) У" (а) - У ауь. 
А==1 


С помощью формулы (12) находим численные значения нескольких 
первых коэффициентов В,; они равны: 


й 1 5 1 № 7 
В в Вз= Е ° Е, 

407 Г 199 5 5 60 Ее: 5741 
В — 40080 › а р о М9 07 200 > 8 1 036 800 


Положив К =0, п=3. получим приближенную формулу 


А 


У (а) = У) +’) - тифа" +в УЬ м У. 


=1 


Числа 8, легко могут быть вычислены с помощью формулы (12); 
вот значения нескольких из них: 


1 й : й Е 47 
2 = в а. 
Ра 24? 2 80. › 03 144 10 080 
139 Во зОЫЕ 9809 р в 0911 
В = 20320 › И 3628 800 › г? 1 814 400 ` 


Наконец. положив К =0, п=4, мы получаем, что 
й № и" 13 177 
У) У (а-ля т’ У 
И 
4 : я 
-= у: (4) р * Ум ух. 


|\ А—=1 
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В этом случае с помощью формулы (12} мы можем найти ряд 
первых значений для 8», начиная © ^=1; они будут следующие: 
2). ; у у 


1 1 а 

№ = — 0, № — — 360 8 — — 530} 
а 50 р ПО _ ___ 2323 

а = — 120560 › 85 = — 11814 400 6 — ^ 3628800 


Ряд общеизвестных формул, а также новых формул численного 
интегрирования дифференциальных уравнений мы можем получить 
из ранее найденных формул путем их сложения и вычитания. Неко- 
торые из формул, полученных указанным путем, имеют большое 
практическое значение, так как в одних случаях упрощаются. коэффи- 
циенты, а в других новые формулы дают лучшее приближение, чем 
формулы вида (7). 

Здесь для наших целей достаточно остановиться только на двух 
разложениях, именно: на разложении у (а-- 1) + 90) (а— 1), соответ- 
ствующем четным значениям п—Ё, и на разложении 9®)(а-+ 1) — 
—®(а— 1), соответствующем нечетным значениям п — К. 

Пренебрегая остаточными членами, мы можем написать, что 


п-Е я 
У ар + а-в=У 13 = СЕ 
И 
ИУ р УЗ, (14) 


где верхние знаки соответствуют четным. а нижние — нечетным значе- 
ниям ПК. Здесь 


При помощи формул (8) и (12) можно вычислить все коэффициенты \,. 

Таблица на стр. 628 показывает, что в формулу (14) входят разности, 
находящиеся на одной и той же косой восходящей строке с у”) (а). 
и что каждый член в правой части (14) известен. Следовательно. 
вычислительный процесс ничем не будет отличаться от процесса, вы- 
полняемого при интегрировании уравнения (1) с помощью формулы (9). 

Рассмотрим несколько частных случаев. Положив в формуле (14) 
К=0, п=1, получим 


Е 
2 Е : р ой < СЕ = 
У (а-- 1) =У (и -2ЛУ’ (а А № АУ. (15) 
х=1 
где девять первых коэффициентов *» имеют следующие числовые зна- 
чения: 


р о 4 р 

т ЕН Уз ЗВ 14—90, 
44 Е а а 

Иа. [6 — 3780 [1 = 10 ` 18 — 143400 › 


3956 
14 175 
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Положив К=0, п=2, мы получим приближенную формул“ 
|[ термера + 


У (@--^) =2У (а) — У(а— № + У” (а) Уфу, (16) 
^=1 


где восемь первых коэффициентов */, имеют следующие числовые зна- 
чения: 


р к а а 19 
==) Е Е ЕР 
пы наф 8687 А — 237674 
У 16 — 12096 › 11 4032} 18 — 3628 800 ` 


Положив А =0, п=3, мы получим приближенную формулу 


У: Ут м 


и 


У (а-- №) =У(а— 1) +21’ (а) + ® 


где семь первых коэффициентов у, имеют следующие числовые значения: 


© 1 1 м 79 
Е 13 — 60, 14—5040 › 
87 | 12588 —_ 3953 _ 
15 — 5550 ` 16— 907200 › 17= 305 400 ° 


Наконец, положив К =0, п=4, мы получим формулу 
У (а 1) =2У (а) —У(а- № + У” (а) + Г. У (а) В АР, (19) 


=1 


где первые шесть коэффициентов У имеют следующие числовые зна- 
чения: 
1 1 157 
РО 1» = 360 13 — 360 ` 11 — 60480 
73 341 
15 — 30540 * 18— 151200 ° 


Сравнение коэффициентов я и |› показывает, что формулы с коэф- 
фициентами \.» проще по форме, чем формулы с коэффициен- 
тами 9). 

Едва ли следует отмечать, что формула (15) применяется для инте- 
грирования дифференциального уравнения первого порядка; что для 
интегрирования уравнения второго порядка мы имеем формулу (16) и 
формулу, которая получится, если в (15) взять функцию У’ (2) вместо 
У (2); что при интегрировании дифференциального уравнения третьего 
порядка можно использовать формулы (15), (16) и (17), заменив в (15) 
функцию У (2) на У” (2), ав (16) У (2) на У’(2), и что наконец инте- 
грирование уравнения четвертого порядка можно выполнить с помощью 
формул (15), (16), (17) и (18), заменив в (15) функцию У (2) на У’” (2), 
в (16) У (2) на У” (1} ив (17) У(2) на У’ (2). 


* См., например ('), стр. 414. 
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$ 4. Уменьшение интервала 


Предположим, что на какой-нибудь стадии вычисления мы находим 
ступень № по тем или иным причинам столь большой, что дальней- 
шее вычисление будет давать результат мало надежный. Это может 
случиться на практике, например, тогда, когда применяемые разности 
3?) (х) значительно уклоняются от постоянного малого числа. 

Пусть мы нашли нужным интегрирование продолжить при меньшей 


й 
ступени — ,‚ где с — некоторое положительное целое число. Для этого 
с 


мы прежде всего должны построить таблицу разностей функции 7” (1) 
при ступени, в сб раз меньшей. 

Для удобства рассуждений ‘мы предположим, что уменьшение интер- 
вала № необходимо выполнить, начиная с некоторого х=а. При 
построении новой таблицы мы должны иметь значения функций (т) 
при значениях аргумента 


а, не я ..., @ А 


с достаточной степенью точности, ибо дальнейшие ошибки в значо- 
ниях 1/(*(т) в новых точках деления будут зависеть от точности, с ко- 


св в 
торой вычислены первоначальные значения у*®) ( а--у <) ЕЕ ъь-). 


Полагая, например, в формуле (6) 


мы получим формулы, содержащие разности, расположенные в одной и 
той же косой восходящей строке старой таблицы вместе с у(® (а). Эти 
формулы немедленно дадут нам числа 


У Гат ‚ Е м 


Г 
Числа у® (а), у® (а ++), ... ‚ У® (а-#) и уравнение (1) позво- 
ляют вычислить значения у) (2) в точках а+^й (у=1,2,.... 0). За- 


. м 
кончив вычисление чисел и®(а+*»), мы можем составить исхол- 


ную таблицу разностей у‘ (2) для нового промежутка 1.. 
Дальнейший процесс состоит в продолжении составленной таблицы 
путем прибавления новых наклонных строк. Для этого заменяем в (9) 
й на й, и подотавляем новые разности, соответствующие новому 
промежутку. Таким образом получим формулы, в правой части кото- 
рых все члены будут известны. С помощью этих формул можно 
вести вычисление с новой величины промежутка инте- 
грирования, т. е. можно приступить к вычислению чисел у) (а, | 1), 
где а, =а--й. Имея числа у” (а, #,), мы вычисляем 9” (а. + №) и затем 
прибавляем новую наклонную строку к новой таблице разностей 1”) (5). 
Повторяя эту операцию, найдем числа у (а, + 21), № (а, + З#,} ит. л. 
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$ 5. Обобщение формулы Коуэлла 


Для сокращения записи введем полином степени 2): 


ИР (Р— 1) 4)... (0—1). 


функция У(2) имеет все производные до (%--п--2)-го 


Пусть 
Пусть точки интерполирования а ай. а, 


порядка в интервале (5х, Х). 
а-й,..., а - тр лежат в этом интервале. 


Если воспользоваться интерноляционными формулами Гаусса, 
с помощью рассуждений. сходных с рассуждениями $2, мы получим: 


то 


п—й 


9%) (а Рай) Е у (а — ай) = № М (— 4%] “#. уе (а) 4 


^=0 
Т— 
"к > 448 (а — ай) В, 
^=1 
р) в. м р 
А, = И == \ (авт 2 4. 


21” +27+2—Й Е 
Е, РН и а р 
9 
где знак плюс соответствует четным, а знак минус — нечетным значе- 
ниям И—^. Буквой с мы здесь обозначаем промежуточное значени‹ 
аргумента, лежащее между значениями а, ай, ‚а тр. 
При «=1 получаем формулу 
п-—К 


У (аи) аб =У И (--19 2 и (а) 


2=0 


И 
+” УХ АА (а — ХВ) К, (19) 
2=1 
о 1 
А, == Е ( (1 ет пу ЧЁ. 


1 
ор” +2т +21 у" * 27 *2) (а + 1) , п--К— 14 [27-2] 
Киро фи-а ра. 


() 


причем фл 
Положив К =0, мы получим 
коэффициентов: 


следующую формулу для вычисления 


2 р э э о . > 
ое и 
0 


В следующей таблице приведено несколько численных значений 


этих коэффициентов: 
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ЕН —А, | Аз —А. А; 
Пр рее Е . 23 263 
ЕТ 256 | 113400 | 7484 400 
ие 1 Е ре 289 
Яир 60480 3628 800 
| 
ое 1 АЗ 
я 907 200 
| 
Е 
360’ 60480 


Пренебрегая остаточным членом в формуле (19), получаем 


п № - 
Уи (4-1) + У (а) = У И (— 10 3. У (а) + 
: т = 
А" У, Ау (а— 1), (20) 
7 


где У, обозначает приближенное значение у, а А®У® (а — АЙ) — 
нриближенное значение разности Ау”) (а — 1). 

Из общей формулы (20) мы можем получить в частных случаях 
покоторые общеизвестные приближенные формулы для интегрирования 
дифференциальных уравнений. Так, например, положив А =0, п=1, 
получим формулу. которую Флоринский [(3), стр. 941] применил для 
интегрирования дифференциального уравнения первого порядка; поло- 
‘ив К==0, п=2, получим формулу ЦКоуэлла [(4), стр. 155] для 
интегрирования дифференциального уравнения второго порядка и, 
наконец, положив А =0, п=Зи А=0, п=4, получим формулы, выве- 
ценные В. П. Ветчинкиным [(5). стр. 255]. 

Составим таблицу разностей 


Ч ты ы 
лу . 

т и”) дз 
ди №" 

и и" и” Ау” 
Аи, Ау" . 

ий и АЗ у 
лу" : 

«+21 и" : 


и вернемся к формуле (20). Из этой таблицы видно, что в формулу (20) 
входят приближениые значения неизвестных разностей, находящихся 
на одной и той о горизонтальной строке г а и и образованной 
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нами таблицы. Чтобы найти 42”), мы должны знать у”, а для этого 
необходимо иметь значения искомого интеграла и его производных 
9 (2) Е=1, 2... п 1) при «=а- 1. Чтобы иметь в таблице раз- 
ности Ау") и 4%)”. мы доляшы знать И” и У”, т.е. значения ис- 
комого интеграла п его производных 1% (2) (Е =1,2,..., п 1) при 
аи а ги: 

Покажем теперь. как посредством формулы (20) интегрируется диф- 
ференциальное уравнение (4). Для простоты рассуждений предположим, 
что разложение (20) оборвано на разности второго порядка. Тогда для 
вычиеления носледовательных числовых значений у, соответствующих 
ай, для какого угодно порядкового & надо иметь в исходной таблице 
воего две пары числовых величин 4-й, 7") па, У». Для того чтобы 
вычисления были выполнимы, мы должны знать кроме у”) и у”. зна- 
чения у ИИ). 

Сначала мы знаем только лначения у“) (К-=0,4,..., п) из началь- 
ных условий дифференциального уравиения и самого лифференциаль- 
ного уравнений. числа о" могут быть вычислены, например, по фор- 
муле Тейлора. Переходим в числам У. Мы их вычислить не можем 
потому, что не знаем "разности АУ”. Принимая в первом приближе- 
нии ДУ") = 0, мы можем тотчас же вычислить числа У,, У, ,..., Ур | 
а затем с помощью соотношения 

У аи Уна Н) 

иУ®. Зная У” мы можем вычислить уже приближенное значение 
АУ и с помощью формулы (20) более точные значения У., Х1, ..., тя 
Далее, вычиелив © помощью этих чисел и данного дифференциального 
уравнения У", мы сможем получить более точно и разность изу 
В случае значительного отклонения полученной во втором прибли- 
‚кении разности А2У( от ее значения, полученного в первом прибли- 
‚жении, необходимо произвести пересчет. 

Мы показали, как переходить от значений уУ®, У к вычислению 
зиачения У“. Яено, что можно повторить наше рассуждение и по отно- 
шению У“. с той лшпь разницей, что разность 4?У в первом при- 
ближепии можно принять равной не нулю, а лу”) Таким же обра- 
зом можно перейти к вычислению ааа 

Недостатком изложенного способа интегрирования является то, 
что формула (20) содержит неизвестные разности, а потому 
искомые значения У“? (5) получаются с помощью этой 
формулы не сразу, а путем последовательных прибли- 
жений. Однако бы®рота убывания коэффициентов формулы (20) столь 


значительна, что при достаточно малом Й и незначительности величины 


высших разностей, удерживаемых в этой формуле, можно ограничиться 


первым приближением. 


бло Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ 


Для начала интегрирования с помощью формулы (20) требуется 
исходная таблица с меньшим числом значений у) (2), чем 
требуют того формулы (9) и (14); это является достоинством 
формулы (20). 


$ 6. Проверка вычиелений 


Чтобы иметь представление о точности результата, получаемого © но- 
мощью формул (9) и (14), можно повторить интегрирование при умень- 
шенной вдвое ступени и сличить полученные оба раза значения у” (т) 
(К =0,1,..., п—1), соответствующие. значениям аргумента 

2) ал а ао. 

Но чтобы применить одну и ту же приближенную формулу к сту- 
пеням Ап 2. › конечно, недостаточно подставить в данную формулу новую 
ступень, а нужно также подетавить и новые разности, соответствую- 
щие этому новому интервалу. Это в свою очерель требует составления 
новой таблицы разностей и повторения всего вычислительного про- 
цесса, что в большинстве случаев очень затруднительно по своей 
громоздкости. Поэтому вместо повторного интегрирования лучше всего 
получаемые значения У (5) подвергать проверке пры каждом 
отдельном шаге. В нашем случае такая проверка может быть произве- 
дена следующим образем: сохранив прежнюю ступень й, мы перевы- 


числяем значения У“ (2) с помощью какой-нибудь другой более быстро 
сходящейся формулы, нежели (9) и (14). Такой формулой является, 
например, формула (13). 

Пусть речь идет о проверке значения и полученного. с по- 
мощью формулы (9) или (14). Пусть полученное значение У“® (а-+ 4) 
подвергается проверке с помощью формулы (13). Сличение обоих ро- 
зультатов дает требуемую проверку и в той или иной мере гаранти- 
рует правильность нужных десятичных знаков в значениях У"(а-+ 1). 

Мы показали, как проверять значения У“(а-- 1). Яено, что можно 


повторить наше рассуждение и по отношению У‘ (а у а +3), ... 
Это позволит нам продолжить исходную таблицу значений У (5) о- 
статочно далеко, не уменьшая ступени таблицы. 

Пусть, например, распитрение исходной таблицы осуществляется 
с помощью формулы (9), дозеденной до члена с разностью (г- Ё)-го 
порядка. В качестве контрольной формулы будем пользоваться фор- 
мулой (13), сохранив в ней разности (л-- К)-го порядка. Подставляя 
в формулы (9) и (13) л-- А вместо г и заменяя в формуле (13) а наа--#. 


мы получим 
> РЁ 


() | {А в.) т К 
Ура ь о "Мау. 
А=0 у Е 
п-й р т 


к \ \ = В) дих п- Азу(® 
ее) — ХУ" Чаи) (Ул. 


).==1 2—1 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЗНОСТИЫМ мМиТОДОМ 8/1 

ориеность остаточных членов этих формул приближенно равиз 
#(® 

у @1-у* (а №), а отношение тех же членов равно отиотению 


определенных иитегралов 
1 


( (1 ве И- 717: 
9 


1 
[ее о наи | (1 А о иг 11 р. 
И 


Следовательно, ошибка, возникающая вследствие применений фор- 
мулы (13), приближенно равна 
(а + №) — У (а -№) 
1+ й 


где 
$ 


1 (1 и Г) бах. 1-75 Я 
о 


и — ———_— 


ы 
я Га 
9 


Если эта ошибка мала в пределах точности вычисления, то вызи- 
сление. может быть продолжено, в противном случае следует уменъ- 
шить й. 

На практике, при инженерных расчетзх, пользуются формулеми, 
в которых учитываются обыкновеино раззости не выше третьето или 
четвертого порядка. 

Если для вычисления значения интеграла дифференциальиого ура- 
виения первого порядка мы воспользуемся формулой Адамса, а для 
контрольного вычисления формулой Лапязеа, сохранив в этих форму- 
лах разности третьего иорядна, то погрешность второго результата 


19 
составит около „>. разиости метлу лкумя результатами, а при удержа- 


нии в тех же формулах и разио-тей зозертого порядка р РаНобти 
можду лвумя результатами. Если же интерегующее нас зизчение пите- 
грала лифференцизльного урарчения перрсго порядиа вызиелить сиз- 
чала по Формуле (14), а затем по формсле Лаплала, сохранив в этих 
формулах разиоети третьего порядка, то погрешность второго вычисле- 
19 
ния составит около „; разности мезилу лвуми резурьтатами, а при ©о- 
27 
хр.иении в тех же формулах и развостой четрертого порвлиз 5-5 Р22- 
ио’ти между лвумя результатами. 
Предположим теперь. что итетея интеграл лифферениизльнето ураят- 

неизя 

4?у 7 

47 =] (2. У. У 7» 
определяемый начальными условияьи: при 2= 2%, У= у. У =№. Для 
того чтобы вычислить значении функции У(2), мы применим фориулы 


Адамса и Лапласа, взлв в этих формулах у’ (1) вместо у(2). Об слиибке, 
воззикающей вследетвие применения Формулы Лэаилаез. говорилось 
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выше. Для вычисления значений функции у(2) мы применим формулы 
(16) и (13), сохранив в этих формулах разности второго порядка. 
Легко удостовериться, что ошибка. возникающая вследствие примене- 
ния формулы (13), приближенно равна = разности решений по фор- 
мулам (16) и (13). Если же в формулах (16) и (13) удержать и раз- 
ности третьего порядка, мы получим значения у(х) с ошибкой, возни- 
кающей вследствие применения формулы (13). приближенно равной 


4 > 
т разности решений по формулам (13) и (16). 
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УСН. МКЕГАРИЕ. ОВЕВ ПОТЕ (ХТЕСВАТЮХ УОХ ОТЕЕЕВЕХТТАТСВЕГ- 
СНОХСЕХ ШТ НШЕЕ ПЕК БТЕКЕВЕХЙЕХМЕТНОЮЕ 
ЕЗАММЕМРАЗ ОМС 

Пе Ех!5\еп ещех [Цеога!8 4ег ОШегеонаоЛелеВаюь (1) (Фе Еот- 
шепаттеги Белевой мен ап! Чоп газузереп Тех), шИ 4еп АпЁапаз- 
Ъед1тецисен 

у = у, У’=у, ... чую 
г = ху, зе1 Бегецз {езбоезще П®. 

]п 4еп адо14 11а {ел Рав еп 

2 ЕЛ о-в а 
Чез НицегуаИ$ (2, Х) шбсеп 41 \\Уегие 4ез зезасвей [лесга!8 ип 
зепег АМеципеет Ъ1$ 2аг п-1еп Ог4пипе Бекапиё зет. Оле меЦетен 
У\еге 4ез Гоцебга\5 ив зетег АБецатеей №13 2аг п-еп Огдатапа ти 
4еп РапКеп ай, а-+-2и,... Кбппеп ши НЩШе ещег 4ег Еогтет (7), 
(10), (14), (19), зоме 4ег Оетеп йа елеВчих (1) зеГап4еп мегдеп. 

Апз деп аЙхетештеп Еогте] (9) ии (10) йп4ек тап 1е1с5 @1е уоп 
АЧатз, 5&бгтег, Гар1асе опа Еапег (2) зеоеепе» Апз@агоске Гав Че 
Кое 12лет{еп, зо\1е Апзгоске Гог 4ю Везое4ег. Амз дог аЙзешетеп 
Еогше| (14) еграНМ шап аасВ пеше, [иг ргаКИзсво Вегесвпапоеп аЪегамх 
ссслопее Еогте]л. 

Аиз 4ег аЙсететей ЕКогше! (419) рекоти шапи ш брежаНАПев Рог- 
те!п г 41е [цебдтайоп рагйеег Риегепиа]о]е1сВитоеп егзбег Ора- 
пипх (3), Фе СожеЙзеве Еогше! (*), зож1е Еогтеш г @е` Пиместамот 
уоп ОШегепна!е1сВипсеп 4гИег па улегбег Ог4папх (5). 
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ВОБЪЕТ1Т\М ОЕ ГАСАОЕМПЕ РЕЗ ЗСТЕМСЕ$ БЕ ГГОВ55 
) 


серия математическая : - 7 
Р Зеге та Пета аие 


Б. В. ГНЕДЕНКО 


К ТЕОРИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМ ДЛЯ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 


(Исправления к статье под тем же заглавием) 


В моей статье, опубликованной в № 2 математической серии «Изи.е- 
стий Академии Наук СССР» за 1939 г. (стр. 181 — 232) в приложениях 
основной теоремы 7 к исследованию условий сходимости законов рае- 
пределения сумм 


$50 =Жа Ри -|... -- Фак, 


к закону Гаусса 


= 
фз) = У \ е —“ 45 


5 — 


была допущена неточность. Именно, без доказательства приведена 
лемма 5, оказавшаяся ошибочной. Эта лемма была доказана А. Я. Хин- 
чиным для классической схемы последовательности {т7,} независимых 
случайных величин, при а = со. Я распространил ее без необходимых 
изменений на общий случай последовательности серий и произвольного 
а >0. Следующий пример показывает, что в данной мной формулировы> 
лемма не верна. 

Последовательность серий определяется следующим углевием: 
при п нечетных 


( 1 
0 с вероятностью 
ЕЕ =. : о. 
— м — 
| Е с вероятностью 5 
при п четных 
1 1 
м ‚ В УР — 
я с вероятностью - 
Фик — й 4 (1 ей п} 
—= © вероятностью = 


6 Б. В. ГНЕДЕНКО 


Ех (5) обозначить функцию распределения величины Т»л, 


Если через 
> 0 при достаточно больших п 


то легко подсчитать. что для любого = 


| х ап, (2) =0, 
А=1 |х| >в 

2о № \ ани) 
К=1 |х|<в 


Но 


| У \ аЕль (5) = 


АЕ [хр 
п г. для нечетных п 
тлайьь (2) = | 


2 для четных п. 


[257 
л=— >? 


Последнее соотношение доказывает наше утверждение. Лемма может 
быть исправлена, если соотношение 


Кн 
ь 
2 >» \ т`аЕ»ль (т) —-а* 
пс 
№1 |х|<е 


заменить на 


Ая 


к | за, (®-( \ за.) )° } да" 


ВЕ) [< |х| <ев 


[58 


Однако впоследствии эта лемма нам не потребуется. 
Газобранная ошибка иовлекла за собою неправильные формулировки 
теорем 12 и 17,. Мы просцм читателя заменить теорему 12 следующей: 
ТЕОРЕМА 12’. Для того чтобы при подходящем подборе постоян- 
ных Ав законы распределения сумм 


$п == Ха - Хи ... р бвь, — А» (А) 


пезивисимых в каоюдой серии пренебрегаемых в пределе случайных вели- 
чин сходились к закону Гаусса, необходимо и достаточно, чтобы вытол- 
нялись следующие условия при любом => 0: 


Ап 


|0 » | аЁль (х- ть) и 0, 


И ==1 [ха 
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* 


2о =. 
ь ель (ен) А, 
Е=1 [х <= Зе 


- где 
Е (ал (2). 


|| <1 


Доказательство. На основании теоремы 8’ для сходимости зако- 
нов распределения сумм (А) к закону Гзусса необходимо и достаточно, 
чтобы при любом => 0 имели место соотношения 


ра 
ь \ аРль (1) Ри 0, (В) 
#—=1 [х|>в 
вп . 
>| \ 2аРиь (1) —( \ таЕнь (=) |4. (С) 
#—1 |х|<= [<= 
Простой расчет показывает, что 
Ев 
»> \ 2АаРль (2-- Яр) = 
Е=1 [х| <= 
Ея 
= ] | 2аЁиь (1) — ) даРль (=) он 
Е—=1 [х|<е |[<|<® 
кп к ы 
+У( 24» (2) ) +0(1). 
К—=1 =<]х|<1 
Но в силу (В) 
и 
У ( 2аР,ь (1) < 
= << <1 
в 
< зр ( хаЕн, (7) - у \ аРль (12) —->0. 
Ая < < 1 «< <1 Я 


Этим доказана эквивалентность второго условия теоремы и (С). Экви- 
валентность первого условия теоремы и (В) очевидна из соотношения 


зир |аик!—->0. 
1«8<«Еь п->о5 
Для теоремы Феллера в формулировке А. Я. Хинчина теперь тре- 
‘буется небольшое доказательство; оно базируется на использовании 
теоремы Феллера в первоначальной форме (стр. 213). Идея доказательства 
состоит в том, чтобы показать, что если закон распределения ГР, (7) 
имеет медиану при 5=0, то 


{ 24Рь (т) < | 2аРь (1). (0) 


22| <«Вя 12 
11 лая АН, Серия математическая, № 5—6 


\ 
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5,6 


и 
1 1 ы 
ы 5 = 
с 2? ЧЕ» (1) 
ИЕ [х|<ЕВи 
1 #\ 
о а, | га» (1) )'} < 
В 1 1х|<=Вя |х| <ЕВл ] 
Е \ 224Е, (2). 
й Вя у 


|| <=Ви 
Для доказательства (0) обозначим через / ту из областей ( —=В, < х< 0), 


я 
(О <:;<:В,), для которой \ хаГ, (1)! максимальна. Очевидно, что 


] 1 


1х Ви 
= ы АЕ, (2). 


( саг, (2) ) <( \ хаЕ, (:)) < ар (2) 2 К» (2) < 


[х| <&Вп 
Предпоследнее неравзнотво получено на`основании неравенства Шварца, 
а последнее в силу выбора медианы. 


Теорема 17, должна быть заменена следующей: 
ТЕОРЕМА 17,. Для того чтэбы пра надлежлщем подборе посто- 


янных Ап законы распределения сумм 
$п — 1 -Е Хо НЕ 6 == Тв, — А» 


независимых в каждой серии пренебрегаемях в пределе случайных вели- 
чан еходились к закону Гаусса, необходимо и достаточно, чтобы суммы 


К» 
е- х (© =. и тан (=) 


были относительно устойчивы. 
В параллель теореме 17, мы приведем теорему 17,, являющуюся 
легким видоизменением теоремы 17,. 
ТЕОРЕМА 17,. Для того чтобы законы распределения сумм 
К | 
5" = У (2, — Ети) 
®—=1 
независимых в каждой серии случайных величин, удовлетворяющих усло- 


виям 
мая а, —— 
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Ки 
р Рук = 4; 
^=1 1«5< я 


К ТЕОРИИ ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМ 647 


(222 = Е? — (Ех), сходились к закону Гаусса, необходимо и достаточно, 
чтобы суммы 


А 
ви = > (2пь — Вт} 
В=1 


были относительно устойчивы. 
Доказательства теорем 471 и 17, проводятся так же, как и теорем 17, 
и 17, текста основной работы, путем сравнения условий сходимости 


законов распределения соответствующих сумм к закону Гаусса и закону 
г2(х—1). 


Математический институт Поступило 
Московского гос. университета. 13. УП. 1939. 
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ции, Дифференцируемой в точ- 
ках непрерывности 


П. Я. полубаринова-К 0- 
чина. Применение теории 
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